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Abstrakt

Bakalarska praca pojednava o vypocte elektronovych vlastnosti
pomocou metédy tesnej vazby. Hlavnym zaujmom bolo studium
disperznej relacie energie a hustoty stavov. Pomocou uvedenych te-
oretickych tivah a metdd sme dospeli k vyslednym vztahom potreb-
nych na vypocet elektronovych vlastnosti lubovolného systému.
Analyzovali sme postupy, ktorymi je mozné ziskat pozadované vy-
sledky. Teoreticky odvodené postupy sme néasledne aplikovali na
dvojrozmerny materidl — grafén. Klicovou metédou bola metoda
tesnej vazby, ktora bola aplikovana pri odvodzovani vzfahov dis-
perznej relacie energie v roznych drovniach aproximacie. Takto zis-
kané vztahy boli vyuzité pri analyze hustoty stavov. Vypocéty boli
vykonané prostrednictvom vypoctovej techniky a porovnanie vy-

sledkov prezentované vo forme grafov.

Kltcové slova: metdda tesnej vizby, hustota stavov, grafén,

spektrdalna funkcia



Abstract

The bachelor thesis deals with electronic structure calculations
using tight-binding method. The main interest has been devoted
to study dispersion relation and density of states. Based on intro-
duced theoretical ideas and methods we obtain general formulas
used to describe electronic properties of a general system. The cal-
culation procedures were analyzed in detail. Theoretically achieved
background was applied to study two-dimensional material — grap-
hene. Essential method used to describe its dispersion relations was
tight-binding method on different level of approximation. Obtained
relations were used to calculate and analyze density of states. Cal-
culations were supported by means of computer and results are

presented in the form of figures.

Keywords: tight-binding method, density of states, graphene,

spectral function
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Zoznam skratiek a znaciek

LCAO linear combination of atomic orbitals

(linedrna kombindcia atémovych orbitdlov)

BZ prva Brillouinova zéna

r stred Brillouinovej zény

K, K’ rohové body Brillouinovej zény

M stred hrany Brillouinovej zony

A Angstrom (1A = 1071%m)

eV elektrénvolt (1eV ~ 1,602.10719.J)

c rychlost svetla (c ~ 3.10%m)

me hmotnost elektrénu (m, ~ 9,11.1073 kg)
h redukovana Planckova konstanta

(h~1,05.10734 Js)

v nabla operator



Uvod

Exaktné riesenie Schrédingerovej rovnice mnohocasticového systému nemusi byt
jednoduché. Problém zvycajne narasta so zvysujucim sa poc¢tom castic, pricom po pre-
kroceni urc¢itého mnozstva navzajom interagujucich ¢astic ndm nepomodze ani vypocet
prostrednictvom v stucasnosti najvyspelejsej vypoctovej techniky. Preto je vyhodné
pozriet sa na sposob, ako vyuzit rozmiestnenie jednotlivych castic v systéme za tcasti
periodicity a symetrie, a vhodnych aproximécii pre redukciu mnohocasticového prob-
lému.

Zakladnou aproximacnou metdédou, ktorti budeme v celej praci pouzivat, je metdda
tesnej vazby, pri ktorej sa berie do ivahy len vplyv najblizsich susednych orbitalov na
skiumanych atémoch. Cely systém sa rozdeli, ak je to mozné, na elementarne bunky,
ktoré sa periodicky opakuji v celom objeme systému. Néasledne mozeme cely systém
opisat prostrednictvom analyzy jednej elementarnej bunky pomocou metddy tesnej
vazby a pouzitim Blochovej teorémy.

Takto ziskané vysledky mozeme dalej skimat a umoznia nam lepsie porozumiet
vlastnostiam skiimaného materidlu. V praci sa zameriame na vypocet pasmovej struk-
tary a hustoty stavov grafénu, ktory predstavuje zékladny dvojrozmerny krystal. Jed-
notlivé vypocty vykoname s réznou presnostou, pripadne aj roznymi metodami a

ziskané vysledky navzajom graficky porovname.



Kapitola 1

Metoda tesnej vazby

Vo fyzike tuhych latok sa casto stretavame s problémom, pri ktorom potrebujeme
studovat spravanie sa velkého systému atomov, ktoré mozu navzajom interagovaf.
Pri malych systémoch si vystacime s exaktnym pocitanim vinovej funkcie. Tento pri-
stup sa stava velmi vypoctovo naro¢nym pri zvacsujucom sa pocte atomov v systéme.
Preto je vyhodné pouzit poloempirickii metédu tesnej vazby, pribuzna metode line-
arnej kombindcie atémovych orbitalov (LCAQO, z angl. linear combination of atomic
orbitals) pouzivand v chémii, pri ktorej sa zavadzaji parametre charakterizujice in-
terakciu jednotlivych elektrénov v systéme. Ich hodnoty sa zvacsa uréia porovnanim
s experimentom. VInova funkcia sa hlada v tvare superpozicie vinovych funkcii izo-
lovanych atomov. Metdda tesnej vazby sa pouziva na vypocet elektronovej pasmovej
struktiry krystélov, ktorej vinova funkcia podlieha Blochovej teoréme.[1]. Je to jedno-
elektronova metoéda ponukajica v mnohych pripadoch kvalitativne spravny fyzikalny

opis.

1.1 Blochove stavy

Uvazujme krystal v trojrozmernom priestore. Pri jeho skiimani si mozeme vsim-
nut urcita periodicitu v umiestneni jednotlivych atémov. Najmensia jednotka, dup-
likovanim ktorej mozeme vyplnit cely objem krystalu, sa nazyva elementarna alebo
primitivna bunka a objekt zlozeny z tychto buniek nazyvame Bravaisova mriezka. Na

spravne urcenie primitivnej bunky slizia 3 Bravaisove kritéria [2] :
1. Symetria elementarnej bunky sa musi zhodovat so symetriou celej struktury.

2. V elementarnej bunke musi byt maximéalny pocet pravych uhlov.



3. Elementarna bunka musi nadobidaf ¢o najmensi objem.

Obr. 1.1: Znazornenie primitivnej bunky. Kubickd primitivna bunka s vyznace-

nymi vektormi primitivnej bunky a;, as a as.

Primitivnu bunku mo6zeme opisat troma vektormi, ktoré budeme oznacovat aq, as,
az. Vektor smerujici dovnutra jednej elementarnej bunky nazveme r. Na obrazku
1.1 je zobrazena najjednoduchsia primitivna kubickd bunka s vyznacenymi vektormi
primitivnej bunky.

Linearnou kombinaciou tychto vektorov dostaneme mriezkovy vektor R, ktory

spaja vsetky ekvivalentné body v krystali.

3
R:Zniai7 n; € %. (1.1)
i=1

Pre nase potreby je ale vyhodnejsie pracovat v reciprocnom priestore. Zakladnymi

vektormi s reciprocné primitivne vektory v tvare

by — 27(ag X as) (12)

al'(CLQ X a3) '
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Zvysné vektory dostaneme cyklickou zamenou indexov. Rovnakym sposobom ako pri

realnom priestore 1.1 definujeme mriezkovy vektor recipro¢ného priestoru:
3
i=1

Dolezitym dosledkom takto zadefinovanych mriezkovych vektorov je platnost nasle-

dujucich rovnic:

R-G = 2nl

RCG =1 (1.4)

Y

kde [ = nymy + nams + ngmg je vzdy celé éislo. Pouzitim vztahu (1.4) dokazeme
IubovoInu funkciu f premennej r, ktora spiiia podmienku periodicity, zapisat ako

Fourierovu transforméciu funkcie f s premennou G:
fr)=>"e"Cf(G). (1.5)
G
Pozrime sa teraz na désledky Blochovej teorémy a vyuzitie vztahu (1.5).

Veta 1.1 (Blochova teoréma) Ak potencial hamiltonidanu jednej castice nadobida

translacnu periodicitu v tvare
V(ir+R)=V(r) (1.6)
potom vinova funkcia jednej castice ma az na fazovy faktor rovnaki periodicitu
Ur(r + R) = e* By (7). (1.7)

Ekvivalentna formulacia Blochovej teorémy pozaduje, aby vinova funkcia jednej

Castice mala tvar

Ur(r) = e*F ug(r),

up(r + R) = ug(r) . (1.8)

Na jej dokaz vyuzijeme operator translacie Tr, ktory zmeni argument funkcie, na
ktort posobi o —R, &ze Trf(r) = f(r — R). Tento operator komutuje s operatorom
kinetickej energie a zéroven aj s operatorom potencidlnej energie (ak potenciél spliia
rovnicu (1.6) ). Potom operator translacie Tr komutuje aj s hamiltonidnom. To zna-
mend, ze ak najdeme vlastné funkcie operatora translacie, tak tieto funkcie budu aj

vlastné funkcie hamiltonidnu. Plati:

11



Hipw(r) = extu(r)
Tripr(r) = criby(r), (1.9)

kde cg a € su vlastné hodnoty operatora translacie a hamiltonianu. Pozrime sa teraz

na vlastnosti Tg a cg:

A

TrTr f(R) = Trf(r — R
=f(r—-R—-R)

= TR+R'f(7“) . (1.10)

Na zaklade platnosti vztahu Trlw =T rR+r MOzeme usudit, ze aj pre vlastné hod-
noty operatora translacie bude platit podobna rovnost cgi g = crcgrr. Preto polozme

vlastné hodnoty operatora translacie nasledovne

CR e—ik~R

Ca, =€k =123 (1.11)

J

kde vektor k = Z?=1 k;b; je vyjadreny ako linedrna kombindcia reciproc¢nych vektorov
(k+G)r

b, ziskanych podla vztahu (1.2). Vlastné funkcie potom nadobtdaji tvar €' , €O
overime nasledovne:
TRei(k-i-G)-r _ ei(k+G)~(r—R)
_ o~ ilk-R) ,~iG R i(k+G)-r
= ¢t FFET (1.12)

Pricom sme vyuzili vlastnost (1.4). To plati, samozrejme, pre vsetky translacné ope-
ratory Trs fubovolnymi koeficientami n; v mriezkovom vektore R. Dostali sme bazu
vlastnych funkcii operatora translacie a nasledne ich vyuzijeme na zapis vlastnych

funkecii hamiltonidnu:

Ulr) = ¥ an(G)ei e

G
)y (1) (1.13)

=€

iG-r

kde sme oznaéili funkciu ug(r) = g ar(G)e’S™, ktora spliia Blochovu teorému. [3]
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Pre nase ucely budeme dalej pouzivat superpoziciu atémovych orbitalov v tvare:

77an i R¢n T - R) ) (114)

Z e
kde N je pocet elementarnych buniek a ¢, oznacuje vinové funkcie atémovych orbi-

talov.

1.2 Superpozicia atébmovych orbitalov
Nech hamiltonian jednej castice v krystali ma tvar:
H=Ha + AU, (1.15)

Hat je hamiltonian pre izolovany atom a AU je potencidlna energia ziskana posobenim
zvysnych atomov mriezky. Vlastna funkcia takto definovaného hamiltonianu je v,
definovana vztahom (1.14). V danom vztahu vystupuji aj vlnové funkcie atémovych

orbitalov, ktoré su vlastnymi funkciami atémového hamiltonianu Hy:

Haw i (1) = (7)) (1.16)

pricom ¢; je energia i-tej energetickej hladiny izolovaného atému. Zadefinujeme si

vymenny integral (po angl. hopping integral) nasledovne:

Y(R) = [ ¢ (r)Hoi(r + Rydr. (1.17)

Vymenny integral rychlo klesa s rastiicim modulom |R| kvoli velmi rychlo klesaji-
cim modulom vInovych funkcii atémovych orbitalov so zvacsujicou sa vzdialenostou
od miesta, v ktorom su centrované (r = 0). Obrazok 1.2 schematicky zobrazuje am-

plitady funkcii atémovych orbitalov centrovanych okolo jednotlivych atémov mriezky.

1.3 Vypocet energie s-vazieb

V tejto casti vyuzijeme znalosti z predchadzajucich sekcii, aby sme vypocitali
disperzny vztah, energiu ako funkciu vilnového vektora k. Uvazujme krystal s elemen-
tarnou bunkou, ktora obsahuje len jeden atém s s-atémovym orbitalom ¢, ktory

vstupuje do vazieb. Potom Blochov stav mozeme zostrojit v tvare

Vr(r) FRps(r — R), (1.18)

-
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[x:2l

Obr. 1.2: Schematické znazornenie amplitad atémovych orbitalov. Hustoty
pravdepodobnosti vyskytu elektronov, centrovanych v okoli atémov na jednorozmernej

mriezke. Transla¢ny vektor 7 smeruje k najblizsiemu atému.

ktorého energia je rovna

k) = / D () (r)dr (1.19)

Dosadenim vlnovej funkcie (1.18) do vztahu pre energiu a zavedenim substitiicie x =
r — R dostaneme:
ZZGZ’“ (R-R /gb YHos(z — (R — R))da. (1.20)
R R
Nésledne je vhodné zaviest dalsiu substitiiciu, v ktorej si zavedieme dalsi translac¢ny
vektor R” = R’ — R. Vyhodou danej substiticie je to, ze mnozina transla¢nych
vektorov R’ a R” je rovnaka a moézeme vykonavat sumu cez nas novy vektor R/

Zzezk RI,/¢*H¢S T — R”)

R” R

=S e [ 6i(2)Hos(x — RY)da (1.21)

R/I
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kde sme vyuzili nezavislost celého vyrazu od translacného vektora R a platnost rovnice
> r 1 = N. Dostali sme tak vseobecny predpis pre hodnoty energie platni pre systémy
s jednym s-orbitdlom v elementarnej bunke. Prikladom takého systému je krystal
sodika s jednym s valenénym elektrénom. Vyuzitim metédy tesnej vazby, kde do tivahy
zoberieme len vplyv najblizsich atémov v mriezke, dostaneme relaciu pre energiu v

tvare:

B(k) = [ 6:(@)Hou(@)dw+ 3 e [ i (@Ho(@ —T)de . (1.22)

I.

II.
V prechadzajicej rovnici sme vynali zo sumy pripad, ked R” = 0. Oznacili sme ho I.
a predstavuje energiu s-orbitalu izolovaného atému e,.

V druhom ¢lene I'I. vykonavame sumu cez vektory T, ktoré predstavuju Spe-
cidlne translacné vektory (1.1) spdjajice atém s jeho najblizsimi susednymi atémami.
Tieto transla¢né vektory maju prave jeden koeficient n;, i = 1,2, 3 nenulovy a s hod-
notou n; = +1. Inak povedané, si to jednotlivé mriezkové vektory. Pri zlozitejsich
elementarnych bunkach to, samozrejme, nemusi byt také jednoduché. V nasom jed-
noduchom pripade s jednym atomom v elementarnej bunke st to prave tieto vektory.
Vyraz [ ¢ (x)Hbs(x — T)dx nahradime parametrom (vymennym integralom) (|7])
, ktorého hodnota sa zvycajne urcuje na zédklade experimentu.

Sumu cez ¢leny s translacnym vektorom R” # 0, 7 zanedbame. Pri metéde tesnych
vazieb sa zavadzaju aj dalsie parametre, ktoré vznikaji posobenim dalsich najblizsich
atéomov mriezky, ale pre jednoduchost nebudeme teraz uvazovat ich vplyv na konecny

vztah pre energiu. Dostaneme tak vyslednu relaciu pre energiu v tvare:

E(k) =es+ > e*y(|T]). (1.23)

1.4 Disperzné relacie energie pre jednoduché 1D,

2D a 3D krystaly

Najprv si rozoberieme pripad 1D krystalu, pricom zoberieme do uvahy opat len
vplyv s-orbitalov jednotlivych atomov. V tomto pripade su atémy ekvidiStanéne roz-
miestnené na jednej priamke a transla¢ny vektor nadobida tvar R = nage;, n moze
byt Tubovolné celé cislo a ag je konStantna vzdialenost dvoch susednych atéomov na

priamke. Vyuzitim disperznej reldcie odvodenej v predchddzajicej casti (1.23) dosta-
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neme:
E(k) =¢es+ ’y(ag)(eikao + e_ikao) , (1.24)

kde sme vyuzili to, ze existuju len dva vektory 7, ktoré spajaji atom s jeho najblizsimi
susedmi na priamke. Maji navzajom opacny smer, ¢o mozeme vidiet na ich predpise
T = tape; a na obrazku 1.2 . Dalsiu upravu disperznej relacie vykoname aplikaciou

komplexnej definicie funkcie kosinus, cos(z) = 1 (e + e™):
E(k) = €5 + 27y(ag) cos(kay) . (1.25)

Analyzou vysledného vztahu mozeme povedat, Ze energia s-vazby v 1D krystali fluktu-
uje okolo strednej hodnoty vzhladom na velkost vektora k, ktory je imerny hybnosti
castice, s elektronu v krystali. Jasne je viditelna aj periodicita funkcie energie, preto
sa nam stac¢i zamerat na k z intervalu k£ € (0, ?TD Stredna hodnota energie predsta-
vuje energiu s-orbitalu izolovaného atému. Zaroven mozeme jednoducho urcif Sirku
pasma ako rozdiel maxima a minima tejto funkcie. V nasom pripade je Sirka pasma
rovnd 4vy(ap).

Podobny vysledok dostaneme pre 2D a 3D krystaly. V oboch pripadoch budeme
vychddzat zo vztahu (1.23). V 2D pripade zvolime vSeobecnii elementdrnu bunku
v tvare obdlznika so stranami a a b. Rozdiel oproti 1D pripadu nastéva v tom, Ze
neexistuju len dva najblizsie susedné atomy, ale styri. Preto identifikujeme 4 vektory
T Vv tvare T = Zae;,=Lbey, v dosledku coho je aj vektor k = k,eq + kyeq tiez

dvojrozmerny. Disperzna relacia potom nadobuda tvar:

E(ky, ky) = €5+ 27v(a) (eikz“ + @*ikza) + 2v(b) (eikyb 4 efikyb)
= €5 + 27(a) cos(kya) + 27(b) cos(k,b) , (1.26)

pricom k, € (0,%) a k, € (0, %). Sirku pasma ur¢ime ako rozdiel extrémov funkcie
a nadobtda hodnotu 4~(a) + 47(b).

Analyzujme teraz zlozitejSiu elementarnu bunku. Uvazujme kubickt plosne centro-
vanu bunku, v ktorej ma kazdy atém 12 najblizsich susednych atémov. Vektory sme-
rujiice od jedného atomu k jeho susednym mozeme vyjadrit v tvare 7, = §(+1, £1,0),
Ty = 5(£1,0,£1) a 7. = (0, £1,£1), kde a predstavuje dizku vektora elementdrnej

bunky (mriezkovi konstantu). Nasou ulohou je vyuzitim vztahu (1.23) dostat predpis
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pre energiu. Pozrime sa blizsie na hodnotu sumy pre Stvoricu vektorov 7,:
Zeikﬂ' _ oika§tiky§ | gika§—iky§ | —ike§tiky§ 4 o—ike§—iky§

_ ke <ezky 4okt 4 omiked (ezky§ n e—zkyg)
2

_ (6z’km% + e—ikx%) (eiky% + e—iky%)

k k
= 4 cos <;a> Cos (?) : (1.27)

kde sme pri uprave vyuzili vlastnosti exponencialnej funkcie a komplexni definiciu
funkcie kosinus. Opakovanim daného postupu dostaneme obdobné vysledky pre stvo-

rice vektorov 71, a T.. Preto celkovy vztah pre energiu vyzera nasledovne:

ks k
E(ky, ky, ko) = €5+ 47(|7|) [COS <2a> cos <;a> +

kya k.a k,a kpa _a
+ cos <2> cos( 5 ) + cos <2> cos< 5 )] . Tl = 7 (1.28)

1.5 M atémov v elementarnej bunke

V praxi sa ¢asto stretavame s pripadmi, ked elementarna bunka krystalu neobsa-
huje len jeden atém. Predpokladajme struktiru, ktorej elementarna bunka obsahuje
M atéomov, pricom len jeden druh orbitdlov vstupuje do vytvarania jednotlivych va-
zieb. Za tymto t¢elom zostrojme superpoziciu tychto orbitdlov, ktord bude spliiat

Blochovu teorému:

®x(r) *Big(r — Ry). (1.29)

~ Z e
Index j oznacuje jednotlivé atémy elementdrnej bunky a vektory R; su translacné

vektory medzi vSetkymi j-tymi atomami. Kvantovo-mechanicky stav krystalu potom

mozno opisat linearnou kombinaciou M Blochovych stavov:

¢nk Z Cqu)]k (130)

kde koeficienty c;i, st pre nas nezndme. Na ich zistenie pouzijeme nasledujici systém

rovnic:

> (Hij = 65 E(k))e =0, (1.31)

%
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kde H;; = [ @fkﬁéjkdr predstavuje maticovy element matice hamiltonianu. Netri-

vidlne riesenie systému rovnic dostaneme pri splneni nasledujicej rovnice:
|H — E(k)I| =0, (1.32)

kde H predstavuje maticu hamiltonianu systému v baze atémovych orbitalov a I je

jednotkova matica. [1]
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Kapitola 2

Grafén

Grafén je jeden z najznadmejsich dvojrozmernych materidlov v stucasnej dobe. Je to
alotropickd modifikacia atému uhlika vo forme jeden atéom tenkej vrstvy usporiadanej
v Sestuholnikovej mriezke. Je zdkladnou vystavbovou struktirou dalsich alotropickych
modifikacii ako st grafit, uhlikové nanorirky a furerény. Specifické vlastnosti grafénu
st dosledkom jeho vynimocnej elektrénovej struktiry. Grafén je mozné charakterizo-
vat ako polovodic¢ s nulovou energetickou medzerou pretoze jeho vodivostné a valencné
elektronove pasma sa stretavaju v tzv. Diracovych bodoch v Brillouinovej zony. Uka-
zuje sa, ze Diracové body su chranené symetriou Sestuholnikovej mriezky a typom

atomového valencné orbitalu.

2.1 Atém uhlika a typy hybridizacie

Uhlik je biogénny prvok, ktory sa nachadza v periodickej tabulke chemickych prv-
kov. Chemicka znacka ¢C' prezradza, ze je umiestneny v 2. peridde a 14. skupine.
Prvky patriace do 13. - 18. skupiny, vratane uhlika, nazyvame p-prvky alebo nepre-
chodné prvky. V prirode sa vyskytuje v ¢istom stave hlavne v dvoch alotropickych
modifikdcidch a to vo forme diamantov alebo grafitu. Dalsou v st¢asnosti znamou a
casto skumanou formou su fulerény, ktoré sa v prirode nachidzaju len zriedka, preto
sa prevazne pripravuju synteticky. [4]

Pozrime sa teraz na elektrénovt konfiguraciu atému uhlika v zékladnom stave C' =

Tl T T . Pri takychto typoch elektronovej konfiguracie dochadza

1s? 2s2 2p?
pri vzniku chemickej vazby ku hybridizacii. To znamend, ze dojde ku krizeniu jed-

notlivych orbitalov (linedrnou kombinaciou ¢; = Ns+ >, N;p;, i = x,y, 2, kde N, N;

st normaliza¢né konstanty) a vzniku novych, energeticky ekvivalentnych. V nasom
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pripade sa atom uhlika excituje a prejde do vzbudeného stavu, ktorého elektronovi

konfigurdciu mozeme zapisat nasledovne: C* = | 4| 0 11| 1 |- Mozeme si

1s? 2s! 2s3
vsimnuft, Ze vo valenc¢nej vrstve excitovaného atému uhlika sa nachadzaji Styri nespa-

rené elektrény, ktoré maji potencial vytvarat chemické vazby. Hybridizacia v tomto
pripade moze dopadnit tromi sposobmi v zavislosti od podmienok, v ktorych sa atém
uhlika nachadza.

Mobze dojst ku sp hybridizacii, pri ktorej vznikni dva energeticky ekvivalentné
sp orbitaly z jedného 2s a jedného 2p orbitalu. Tieto dva sp orbitaly podmienuju
vznik dvoch o-vézieb. Zvysné dva 2p orbitaly ostavaji nehybridizované. St nasledne
pri¢cinou vzniku mw-vézieb. Typickym prikladom sp hybridizacie uhlika je molekula
eténu CyHo.

Dalsfm moznym typom hybridizacie je sp? hybridizacia. Hybridizované orbitaly
su tvorené linedrnou kombinaciou jedného orbitalu 2s a dvoch orbitdlov 2p. Vzniknu
tak tri energeticky ekvivalentné orbitaly nachadzajice sa v jednej rovine a zvierajice
medzi sebou uhol o = 120°. Vytvaraju tri o-vizby a nehybridizovany orbital 2p, ktory
zvykne byt kolmy na rovinu troch hybridizovanych sp orbitdlov vstupuje do tvorby
m-vazieb. Dand situacia nastava napriklad v pripade grafitu.

Pre tplnost, poslednou formou hybridizicie je sp® hybridizicia, pri ktorej nové
hybridizované orbitaly vznikajt linearnou kombinéciou vsetkych valenénych orbitélov
atomu uhlika. Vytvaraja tak tetraéder, v ktorom zvieraji medzi sebou uhol § =
109°28'. Vznikaju styri o-vazby a ziadna m-vazba. Vzorovym prikladom méze byt

molekula metdanu C'Hy. [2]

2.2 Struktdra grafénu

Zamerajme sa teraz na grafit, ktory sme uz spomenuli v predchddzajicej podka-
pitole. Atémy uhlika st v grafite usporiadané vo vodorovnych vrstvach, ktoré maja
sestuholnikovi krystalovia struktiru. Jedna vrstva grafitu sa nazyva grafén a medzi
jednotlivymi vrstvami posobia slabé van der Waalsove sily. Vdaka jeho struktire je
preto vhodné pouzivat grafit ako tuhu na pisanie. Pri otierani sa grafitu o pevni
podlozku sa postupne zacni tieto slabé véizby nartsat a na podlozke ostavaji tenké
vrstvy grafitu. Svoje vyuzitie grafit ndjde aj pri vyrobe ocele, elektrod a moderatorov
v jadrovych elektrarnach. [4]

Nazorné vykreslenie casti grafénu s vyznacenou elementarnou bunkou je zobrazené
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Obr. 2.3: Struktira grafénu. Jednotlivé body ozna¢uji atémy uhlika, pricom &erve-
nou farbou s oznacené najblizsie susedné atéomy k uhliku s ¢islom 1 a zelenou farbou
st oznacené druhé najblizsie susedné atomy opéat prislichajice k uhliku 1. Vektory
a1 a ay su vektory elementarnej bunky obsahujiicej 2 uhlikové atémy (atém uhlika s

¢islom 1 a s ¢islom 2).

na obrazku 2.3. Z obrazka je zjavné, ze sa pri graféne jedna o elementarnu bunku,
ktora obsahuje 2 uhlikové atomy. Vektory elementarnej bunky oznac¢ime a; a asg, pre

ktoré v nasej suradnicovej stustave plati:

ar=a - ﬁ) , (21)

kde a = v/3ay je mriezkova konstanta a ag = 1,42 A je vzdialenost dvoch najblizsich
atémov uhlika. [5]

Vypocitajme si teraz vektory reciprocnej mriezky pomocou elementarnych vekto-
rov priamej mriezky a; a as. M6Zeme pouzit vSeobecny vztah (1.2), ale vdaka tomu,

ze grafénova krystalova mriezka je len dvojrozmerna, vztahy sa nam zjednodusia na-
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sledovne [6] :

RCLQ
by =2n———F—
! Wa,l . Raz
Ra,l
by =2n———— 2.2
2 Waz . Ra,l ’ ( )
kde R je matica rotacie o uhol o = 90° dané vztahom
_ [cosa — sin a
sina  cosa
0 -1
= (2.3)
1 0
Dostaneme tak pre prvy recipro¢ny vektor by rovnicu
1
" 0 -1\ (-3
1 0)\2£
bl =27 2
1
26, L)
’ V3
1 0 2
4 31
_ Am (V3 1) (2.4)
V3a \ 272
Podobnym postupom dospejeme aj k vyrazu pre druhy reciprocény vektor
4 31
by = —— —if . (2.5)
V3a 272

Na obrazku 2.4 je zobrazena cast recipro¢nej mriezky so zvyraznenou prvou Bril-
louinovou zénou (BZ). BZ v reciprocnom priestore je analogicky pojem k primitivnej
bunke v redlnom priestore. Je to najmensia jednotka, duplikovanim ktorej mézeme

vyplnit celd reciproént mriezku. [3]

2.3 Metdda tesnej vazby pre grafén

Kazdy atém uhlika v graféne mé 4 valenéné elektrény, pricom podliehajt sp? hyb-
ridizacii. To znamena, ze vytvaraja tri o-vizby troma sp orbitalmi v rovine grafénu.
Stvrty nezhybridizovany orbitél je 2p, orientovany kolmo na rovinu grafénu. Zatial ¢o
elektrony sprostredkujice o-vazby neovplyvinuju elektricku vodivost materialu, elek-

trony nachadzajuce sa v 2p, ju vyrazne ovplyviiuju. Preto sa budeme zaoberat prave
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Obr. 2.4: Recipro¢na mriezka. Vektory b; a by st vektormi reciprocnej mriezky.

Modrou farbou je zvyraznend prva Brillouinova zéna s vrcholmi K a K.

tymito elektronmi. V jednej elementarnej bunke grafénu sa nachadzaju dva atéomy
uhlika a preto obsahuje dva 2p, orbitaly. Jeden z nich patri do valencného pasma a
nazyva sa vazbovy m, druhy patri do vodivostného pasma a nazyva sa protivazbovy
.

Na vypocet pasmovej struktury grafénu vyuzijeme vlastnosti Blochovej vinovej
funkcie (1.14), kde suma prebieha cez vektory R dané linedrnou kombindciou vekto-
rov elementarnej bunky grafénu (2.1). Predpokladame, ze atémové vinové funkcie st
lokalizované v krystalovej mriezke na pozicii atémov, ktorym patria. Zaroven prekryv
medzi susednymi atémovymi vilnovymi funkciami je velmi maly, ale nenulovy. Funkciu

¢n, v rovnici (1.14) oznaéime ¢ a je dand linedrnou kombindciou dvoch 2p, orbitdlov

elementdrnej bunky grafénu (¢; a ¢s).

¢ = b1g1 + bao2. (2.6)

Hamiltonian prislichajici grafénu ma tvar:
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Ve

2m

H=— +YV(r—r—R) +V(r—r— R)], (2.7)

R

kde 71 a 7o st pozicie atémov v elementarnej bunke. Pre konstanty ¢, a ¢, z rovnice
(2.6) plati normalizacnd podmienka |b|*+ |b2|?> = 1 a ich hodnoty moZeme urcit vyrie-
senim Schrodingerovej rovnice. Pre jednoduchost prejdime do Diracovej (bracketovej)
symboliky a zavedme substiticiu c¢; = % , J = 1,2 ,vdaka ktorej normovaciu kon-
stantu z Blochovej vinovej funkcie (1.14) vlozime do koeficientov linedrnej kombinacie
(2.6).

Schrodingerovt rovnicu

H|y) = E|p) (2.8)

vynasobime zlava (¢;|, j = 1,2. Dostaneme tak nasledujiicu rovnost:

(65 HI) = E{(p;]0), (2.9)

kde sa vyskytuje ¢len (¢;]1). Na vypocet jeho hodnoty pouzijeme metddu tesnej vizby
a budeme predpokladat, ze do vyslednej hodnoty tohto vyrazu budu prispievat len

najblizsie susedné atémy. V zavislosti od funkcie (¢;| mo6zu nastat dva pripady:
<¢1’¢> = <¢1| (Z eik'R(leﬁbﬁ + 02‘¢2>)> , R=0,-a;,—as
R

(P2]0) = (¢2] (%: e ey ¢r) + C2\¢2>)> , R=0,a;,a;. (2.10)

Mnozinu vektorov R, cez ktort vykonavame sumu v jednotlivych pripadoch sme vo-
lili v silade s obrazkom 2.3 tak, aby do vypoc¢tu vstupovali len vinové funkcie od
najblizsich atémov pre dané j. Roznasobenim tychto vztahov a vyuzitim ortogonality

dostaneme relativne jednoduché vztahy v tvare

(1)) = 1 + cold1|p2) (1 1 emikar | e—ik.az)
(P2|1) = c2 + c1(da|d1) (1 + et 6““'“2) : (2.11)
Clen {¢1|d2) = (¢a|é1) sa nazyva prekryvovy integral a budeme ho oznacovat .
Dalsie ¢leny, ktoré musime z rovnice (2.9) vypoéitat, maju tvar (¢;|#[¢). Kvoli

tomu bude vhodné, aby sme si upravili tvar hamiltonidnu (2.7). Nech hamiltonian

pre atom 1 méa tvar H = 7:[1 + A’}:[l a pre atom 2 tvar H = 7:[2 + A?—Alg. Kde 7:[j =
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2m

’ +V (r—r;) je hamiltonian jedného atému uhlika a A,}:[j je potencial od vsetkych
ostatnych atémov. To znamend, Ze funkcie ¢; st vlastné funkcie ¢asti hamiltonidnu

A

H;, co mozeme zapisat nasledovne:
H;lds) = €jld5) (2.12)

kde €; je energia 2p, orbitalu. Plati €; = €5 a pre jednoduchost ich poloZime nule. To

nam vyrazne zjednodusi vypocet ¢lenov (¢; |7:[|¢> Dostaneme tak nasledujtice rovnice:

(@1 H[W) = ([ H1 + AH [v)
= (1| A [)
(@a| H|v) = (¢a[Hs + AHa|)
= (da| ATo|)) (2.13)

Opéat budeme pri vypocte braf do ivahy len prispevok od najblizsich atémov podla

obrazka 2.3:

<¢1|A7:[1|¢> = 1B+ e fr(k)
<¢2|A7:[2|¢> =cf+anf(k), (2.14)

kde sme oznacili zmenu energie 2p, orbitalu sposobenej potencidlom zvysnych atémov
uhlika v graféne Coulombovskym integralom 8 = (¢1|AFy|p1) = (do| AH1|ds). Clen
v = (¢1|AH| o) = (¢o| AHy|dy) sa nazgva vimenny integral (hopping integral) a
sidet 1 + eFar 4 etkaz gme oznadili ako f(k).

Ststavu rovnic (2.9) si prepiseme podla vyjadrenych vztahov

a1+ e f (k) = Elcr + cn f* (k)]
2B+ amnf(k) = Elez + c1vof (k)] (2.15)

a prevedieme do maticového zapisu:

B=E k) —0B) (a) _ (0} (2.16)

f(k)(n —nFE) p—FE &5 0

Netrivialne riesenie problému ziskame tak, Ze polozime determinant matice sustavy

rovny nule:

f—FE [ (k) — k)

=0. (2.17)
f(&) (1 —nE) pf—E
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Dostaneme jednoduchu kvadratickd rovnicu

(B—E) = [f(k)(1 —0E)* =0, (2.18)
ktorej rieSenim je :

+ B — 7071|f(k7)|2 + |f(k7)|(71 - 5%)
Bk = 3l (k)P

Prekryvovy integrél 7, je zvacsa maly, a preto sa casto zanedbava. Kedze parameter 3

. (2.19)

po zanedbani vy renormalizuje energiu je mozné disperznu reldciu pre energiu zapisat

v tvare:

E(k) = £mlf (k)|

Aby sme dospeli k vyslednému vzfahu pre energiu, musime najprv vyratat modul

funkcie f(k), ktory je rovny:

|f(k)| = J 1+ 4cos <\/§2ak:y> cos <al2€x> + 4 cos? <a2k:x> . (2.20)

Potom dostaneme disperzny vztah v nasledovnom tvare:

E(kfﬁE = ﬂ:%J 1+4cos (\/3@1@) cos (akx> + 4 cos? <GI;I> ) (2.21)

2 2

Disperznu relaciu pre energiu na prvej Brillouinovej zéne moézeme vidiet na grafe
2.5, ktory je rozdeleny na dve ¢asti. Cast, pre ktord plati £ < 0 sa nazjva valencné
pasmo a druha cast, £ > 0, je vodivostné pasmo. Vodivostné a valenéné pasmo sa
stretavaju v Siestich bodoch K, K', ktoré sa nazyvaji Diracove body. Na grafe 2.5 v
Casti a.) st Diracove body jasne viditelné a uréuji hodnotu Fermiho energie. V okoli
bodov K, K’ pozorujeme pribliZne linedrnu zavislost energie vzhladom na vzdialenost
v recipro¢nom priestore od daného bodu K, respektive K'. Rozvinutim funkcie f(k)

do prvého radu v okoli bodu K dostaneme pre disperznu relaciu vztah:

E(k) = ¢(r) + E(K), (2.22)

kde F(K) = 0 a k = k + K. Nésledne dostaneme pre disperzni relaciu jednoduchy

linearny vztah:

e(k) = thop|k|, (2.24)

26



Obr. 2.5: Disperzna relacia energie pre grafén. Pri vypocte bol zaratany vplyv len
najblizsich susednych atémov podla vztahu (2.21). a.) 3D plot disperzie. b.) Pohlad
na disperznu relaciu z kladného smeru osi energie. Modrou farbou je znazornena prva

Brillouinova zéna

pricom vp = \/52—711“ je Fermiho rychlost. Elektrony sa pohybuji v okoli bodov K a
K’ touto konstantnou rychlostou a maji vlastnosti relativistickych ¢astic s nulovou
hmotnostou, ako su fotény alebo neutrina. V nasom pripade je Fermiho rychlost vy ~
105m/s, ¢o je ovela mensia rychlost ako pri relativistickych Casticiach ¢ ~ 3.108m/s,

¢ je rychlost svetla vo véakuu. [5]

2.4 Metdéda tesnej vazby pre druhé najblizsie su-

sedné atémy

Metoda tesnej vazby sa pre presnejsie vysledky da rozsirit o vplyv dalsich atémov.
Uvazujuc iba najblizsie susedné atomy ziskame symetricki disperznu relaciu energie,
pozri vztah 2.21, pre valenéné a vodivostné elektrony. Experimentalne je ale pozo-
rovana asymetricka disperzia, ktort je mozné ziskat rozsirenym modelom. V tejto
casti sa pozrieme, ako sa zmeni disperzna relacia pre energiu, ak zapocitame vplyv

aj druhych najblizsich susednych atémov a jej vylepsenie vzhladom k experimental-
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nym pozorovaniam. Na obrazku 2.3 vidime, zZe kazdy atém uhlika v graféne ma Sest
druhych najblizsich susednych atémov. To zohladnime v rovniciach (2.10) a (2.14).

Dostaneme tak vztahy:

(D1|Y) = c1 + covo f* (k) + crao fo(k)
(P2|th) = ca + 1o f(E) + cacvo fo(k) (2.25)

(01| AHL[Y) = 1B + cami f7 (k) + cron fa(k)
(G2 AT 1)) = 2B + erni f(K) + cacrs fo(k) (2.26)

kde sme zaviedli substitucie:

= (¢1¢})

= (d2])

= (¢1| AT |6)

= (o AFs| 0))

fo(k) = e"Far  pmikaz eiklar—az) | oik-(az—a1) 4 gikar | pik-az (2.27)

Funkcia f5(k) je redlna a da sa vyjadrit pomocou Eulerovej formuly a naslednou

upravou prostrednictvom goniometrickych funkcii do tvaru:

fa(k) = 4 cos <al2<:x> oS <\/§2aky> + 3 cos(aky) . (2.28)

Prepisanim rovnic (2.9) do maticového zapisu a pouzitim vhodnych substiticii dosta-

neme formdlne rovnaky vztah ako v rovnici (2.16):

B=D [k =32D) e} [0} (2.29)
fk)n=%D)  B=D  Jle) 0

kde sme pouzili oznacenie A = 1+ apfa(k), D = EA a B = [+ ay fo(k). Hladdme
netrivialne riesenie, za tymto icelom polozime determinant matice stistavy rovny nule,

vyrieSime kvadratickt rovnicu a dostaneme riesenie pre D v tvare:

— Bl f(R)E £ (R) (0 — BE)
BEIOE

Nasledne za D dosadime F A a dostaneme vyslednu disperznu reldciu pre energiu:

— Bnlf(R))* £ [f(k)[(n — BY)
A= R (R)P

B
D:

(2.30)

E(k); =

(2.31)
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Parametre metody tesnej vazby

B a! Yo a1 Qg
0,21eV | 2,9eV | —0,065 | 0,07¢eV | —0,002

Tabulka 2.1: Parametre metédy tesnej vazby pre grafén. Parameter § je Cou-
lombovsky integral, 7, a «; st vymenné integraly pre najblizsich susedov a druhych
najblizsich susedov, vy a g st prekryvové integraly pre najblizsich susedov a druhych

najblizsich susedov. Hodnoty parametrov st prevzaté z referencie [7].

Na grafe 2.6 mozeme vidiet porovnanie disperznej relacie energie, ak sme zaratali
vplyv len najblizsich susednych atémov podla vztahov (2.21) a (2.19) s pripadom,
kde sme zobrali do tvahy aj vplyv druhych najblizsich susednych atémov (2.31). Na
vykreslenie grafu sme pouzili hodnoty z tabulky 2.4.

Na grafe 2.6 pozorujeme posun jednotlivych energetickych pasov smerom ku klad-
nym hodnotam energie so zvysujicou sa presnostou vypoctu. Pasmova struktira zjed-
noduseného pripadu vykazuje symetriu okolo nulovej hladiny energie, ktora sa narisa
pri zapocitani dalsich susednych atémov v mriezke. Bod I" znazornuje stred Brillouino-
vej zony, bod K je jeden z vrcholov hranice Brillouinovej zény a bod M sa nachadza
v strede na hranici Brillouinovej zony medzi bodmi K a K’. Konkrétne rozmiestnenie

bodov je tiez zobrazené na grafe 2.5.
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Obr. 2.6: Porovnanie disperznych relacii energie pre grafén. Cervenou a mod-
rou farbou st oznacené pasy vypocitané podla vztahu pre energiu (2.21), kde sme
uvazovali len najblizsie susedné atémy, pricom pri cervenej krivke sme zanedbali aj
¢leny o a 3, vztah (2.21). Zelenou farbou st oznacené energetické pasy z disperzného

vztahu (2.31), kde sme uvazovali aj vplyv druhych najblizsich susednych atémov.
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Kapitola 3

Hustota stavov

3.1 Vyuzitie disperznej relacie

V predchadzajicej ¢asti sme aplikovali metodu tesnej véazby na jednu vrstvu gra-
fitu a vyratali disperznu relaciu energie. Dostali sme tak pasmovi struktiru grafénu,
pricom sme zaratali vplyv len 2p, orbitalu, ktory sa do velkej miery podiela na vodi-
vostnych vlastnostiach grafénu. Disperzna reldcia ndm dokéaze aj povedat, ako sa budu
elektréony skimanej latky spravat pri vhodnej zmene vonkajsich podmienok. Urcuje
optické a elektrické vlastnosti a celkovi energiu materialu.

Disperzna relacia sama o sebe dava mnoho informacii o systéme. Jej aplikacia
na realnych problémoch nie je vzdy velmi prakticka. Preto je vyhodné prist s inou
funkciou, ktora bude nielen niest informaciu o energii systému, ale bude sa s nou
lepsie, jednoduchsie a rychlejsie pracovat. Touto hladanou funkciou moze byt funkcia

popisujiica hustotu stavov g(e)de, ktorou sa budeme zaoberat v nasledujicej casti. [3]

3.2 Definicia a vypocet hustoty stavov

Ako sme uz naznadili, funkcia hustoty stavov bude velmi tizko suvisief s disperznou
relaciou pre energiu. Pre jednoduchost sa pozrime, ako bude tato funkcia vyzeraf pre
jednoduchy model volného elektrénu v krystéli s objemom elementarnej bunky V.

Energia elektréonu méa potom tvar:

Ll
€ —

. (3.1)
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Hustota stavov p(e)de je dand suc¢tom cez vsetky stavy k , ktoré prislichaju energii z

intervalu (e, € + de):

ple)de=—= > 2

k, ex € (e, e+de)
2
= — dk 3.2
(27'(')‘3 /eke<e,e+de) ( )
Zaviedli sme normalizacni konstantu €2, ktora pochédza zo vztahov pre hustotu do-
volenych stavov % Clen 2 reprezentuje moznost obsadenia daného stavu dvomi elek-
tréonmi s rozdielnymi spinmi. Nasledne je vhodné vyuzif symetriu problému a prejst

do sférickych suradnic:

2 ™ 2
pOde= /O /0 \T|dkdfdep (3.3)

kde |J| je Jakobidn reguldrnej transformdcie a nadobtida hodnotu |J| = k?sin 6. Do-
sadenim do rovnice (3.3) a preintegrovanim dostaneme pre interval energii (e, € 4 de)

hustotu stavov dant vztahom:

1
p(e)de = ;dek : (3.4)

Vyuzitim rovnice (3.1), ktort zdiferencujeme, dostaneme vysledny vztah pre hustotu

stavov volného elektronu v krystali:

ple) = — (zme)g Ve (3.5)

21 \ h?

Vo vseobecnosti, na vypocet hustoty stavov budeme musief pouzif vztah pre dis-

perznu relaciu energie, ziskani napriklad pomocou metody tesnych vazieb. Dostaneme

vztah:
1 (n)
P(E) = 5225(6 — € )
n,k
2 n
= G 2/5(6_ e dk
2 1
- & gn: /e,i”>e 7|Vke§c”)|dsk' (3.6)

Mnozina bodov v k-priestore, pre ktoré je hodnota energie konstantna e, vytvara

dvojrozmernt plochu v trojrozmernom priestore. Preto v rovnici (3.6) sa povodne
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objemovy integral zmenil na plosny, pricom v menovateli vystupuje velkost gradientu
energie vzhladom na k-priestor. Zaroven sme vo vztahu (3.6) zaviedli index n, ktory
oznacuje jednotlivé energetické pasma. Ak uvazujeme len jedno energetické pasmo,
tento index a aj sumu mozeme zanedbaf.

Pri tejto metéde moze dojst k niekolkym problémom. Integral ratame na ploche
k-priestoru, na ktorej je hodnota energie konstantna. Najst tito plochu nemusi byt
vzdy jednoduché vzhladom na to, ze disperzna relacia pre energiu moéze byt velmi
zlozita, pripadne neméame explicitny vztah na jej vypocet. V rovnici (3.6) sa tiez v
menovateli nachadza velkost gradientu energie | Ve |, ktord méze byt aj nulova. Tento
problém sa da jednoducho vyrieSit. Korene tohto vyrazu su len prvého stupna, preto
je vhodné rozvinut vztah pre energiu do Taylorovho polynému v okoli bodov kg, kde
plati [Veg]g—r, =0 :

d
€k = €ky T Z oi(k; — ko,i)2 ) (3.7)

i=1
kde index d oznacuje velkost dimenzie systému. Uvazujme trojrozmerny systém, preto
d je rovné 3. V zavislosti od znamienka koeficientov «; v Taylorovom rozvoji, moze
zavislost hustoty stavov v kritickych bodoch kg nadobudat rézne tvary, ktoré sa na-
zyvaju van Hoveove singularity. Na identifikovanie druhov singularit, potrebujeme
poznat teorému, ktora bude spajat pocet zapornych koeficientov Taylorovho rozvoja

s tvarom funkcie hustoty stavov.

Veta 3.1 (Charakterizacia kritickych bodov) Ak funkcia d premenych, ktora je

v tychto premennych aj periodicka, ma [ zapornych koeficientov v Taylorovom rozvoji,

d!
n(d—1y"

potom pocet kritickych bodov typu [ je dany vztahom n =

Na zéklade teorémy o charakterizéacii kritickych bodov mézeme predpovedat tvar

funkcie hustoty stavov:

1. Pocet zapornych koeficientov v Taylorovom rozvoji je [ = 0. Potom funkcia

nadobuda v tomto bode minimum.

2. Pocet zapornych koeficientov v Taylorovom rozvoji je [ = 1V 2. Funkcia ma

potom v tomto bode sedlovy bod prvého alebo druhého druhu.

3. Pocet zapornych koeficientov v Taylorovom rozvoji je [ = 3. Potom funkcia

nadobuda v tomto bode maximum.
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Danym sposobom mozeme aj bez redlneho ratania funkcie hustoty stavov odhadnuf
jej tvar. Na vypocet mozeme pouzit aj r6zné aproximacné metody, ktoré ndm umoznia
jednoducho zratat hustotu stavov bez Specidlneho riesenia kritickych bodov. Jednou

z tychto metdd sa budeme zaoberat v nasledujicej casti. [3]

3.3 Linearna stvorstenova metdoda

Hlavnou myslienkou tejto metody je zobrat prvi Brillouinova zénu a rozdelit ju
na velky pocet malych stvrostenov. Tieto Stvorsteny nemusia byt rovnakej velkosti,
ale dolezité je to, aby vyplnili celt Brillouinovi zénu a zaroven, aby sa neprekryvali.
Druhym krokom je vy¢cislenie hodnoty energie vo vrcholoch jednotlivych stvorstenov.
Nasledne sa vykona linearna interpolacia energie cez jednotlivé stvorsteny.

Vipocet hustoty stavov pomocou integralu cez Brillouinovt zénu sa potom zmeni

na sumu integralov cez jednotlivé stvorsteny:

ple) = gpn : (3.8)

kde ny, predstavuje pocet Stvorstenov v Brillouinovej zéne a pr, je hustota stavov
v i-tom Stvorstene.

Zoberme si jeden taky stvorsten z vnutra Brillouinovej zény. Oznac¢me vektory v
k-priestore, ktoré smeruju do jeho vrcholov kg, k1, ko, k3. Velkost energie vo vrcholoch
Stvrostena oznacime E; = Ej, , pricom dbame na to, aby platilo £y < E; < Ey < Ej.

Objem jedného stvorstena mozeme zratat nasledujicim postupom. Zavedme tri

vektory, ktoré budu predstavovat tri strany stvorstena:

q1 = k1 — ko
qz = ks — k;
gs — k3 — kz (39)

Nasledne vyuzijeme vlastnosti vektorovej algebry a objem i-teho stvorstena uréime

vztahom:

1
Vr, = gl det(g1, g2, q3)|

1
= 6' det(kzl - k:(), kz — kl, k:3 — kz)’ (310)
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V kazdom sStvorstene prebehne interpolacia integrandu zo vztahu pre vypocet hus-
toty stavov (3.6) pomocou Lagrangeovych interpolacnych polynémov. Vypocet hod-
noty integralu na jednom stvorstene sa potom redukuje na problém zistenia toho, aka
cast Stvorstena ma mensiu energiu ako pozadovana hodnota v integrali e. Pre hustotu

stavov dostaneme vztah:

0 ak € S EO
Vi 3(e=Eo)?
Q e10€20€30 ak By <e < F;

pr. =\ gt [Bew +6(e — By) — 3RS ak g ce<p,  (311)

€20€30 €21€31

Vi, 3(FB3—e)?
W e ak By < ¢ < Ey
0 ak F3 <€

Scéitanim cez vSetky stvorsteny dostaneme vyslednt funkciu hustoty stavov (3.8). Za-
viedli sme oznacenie €;;, ktoré predstavuje vyraz ¢;; = E; — E;. Preintegrovanim
funkcie (3.11) dostaneme funkciu Ny, ktora nam hovori o celkovom pocte elektrénov

v jednom Stvorstene. [§]

3.4 Trojuholnikova metdéda pre dvojrozmernu Bril-

louinovua zé6nu

V pripade grafénu uz nemame trojrozmerna krystalovi mriezku. Pracujeme len v
dvojrozmernom recipro¢nom priestore. Preto sa vyrazy, ktoré sme odvodili pre hus-
totu stavov, do istej miery zjednodusia. Budeme postupovat analogicky ako v pripade
linearnej stvrostenovej metode.

Brillouinovu zénu rozdelime na np, trojuholnikov, ktoré mozu mat opét lubovolny
tvar a velkost. Podmienkou je len to, e musia vypliiat celd Brillouinovi zénu a nesmu
sa prekryvat. Vektory smerujice do vrcholov trojuholnika oznacime k1, ko a k3. Hod-
noty energie zratame pomocou disperznej relacie (2.21) a oznacime ich E; = E(k;),
pricom musi platit £} < F, < FEj3. Funkciu hustoty stavov potom zratame pomo-
cou vztahu (3.8), pricom suma uz nebezi cez stvorsteny, ale cez trojuholniky. Energiu
vo vnutri trojuholnikov opéf inetrpolujeme linearnou funkciou a zistujeme, aka cast
i-teho trojuholnika mé& mensiu hodnotu energie ako e.

Mo67zu nastat 4 pripady:
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1.€§E1

Pre tuto hodnotu energie € je funkcia hustoty stavov na danom trojuholniku
nulova. To znamend, Ze trojuholnik obsahuje len energie, ktoré maju vacsiu

hodnotu ako e.
prile) = 0 (3.12)
Rovnaky vysledok mame aj pre trojrozmerniu Brillouinova zénu z rovnice (3.11).

2. B <e< E,

Cast trojuholnika, ktord mé mensiu energiu ako €, tvori mensi trojuholnik, zo-
brazeny na obrazku 3.7. Vektory vedtce k vrcholom mensieho trojuholnika ozna-

¢ime kq, ko, kg, pre ktoré plati

ko = Eigkq + E ks
kﬁ = Elgkl + E31k3, (313)

kde E;; = EE;_E,bi] Funkciu hustoty stavov na i-tom trojuholniku mézeme potom

vypocitat prostrednictvom vztahu

pr.(€) = Sap 3 pij(€) (3.14)

j=1
Siap je obsah malého trojuholnika, v ktorom je energia mensia ako e. D4 sa

vyjadrit aj pomocou obsahu i-teho trojuholnika Sia5 = DSy, . Clen D je pritom

dany rovnicou D = Ey Es3;. Vyrazy p;; mozeme vyjadrit nasledovne:

2 (B + E ak j=1
pis(e) = = Fre+ Fis) (3.15)

ﬁEj,l ak j = 2, 3

3. E2<€SE3

V tomto pripade cast trojuholnika, v ktorej je hodnota energie mensia ako €
uz nie je trojuholnik. Je to Stvoruholnik, ktorého vrcholy st urcéené vektormi
k1, k2, k. ks. Ilustracia tejto situdcie je zobrazena na obrazku 3.7. Hustotu sta-

vov na i-tom trojuholniku vyratame pomocou vztahu:

pi(€) = StD'Y" pis(e). (3.16)

J=1
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kde ¢len D je teraz dany vztahom D = Ej3FE»;. Ani p; j(€) neostant rovnaké,

plati pre ne nasledujuici vztah:

2 .
jEJS ak ] = ]_, 2
pigle) =" | (3.17)
Fs—c (Egl + E32) ak ] = 3

Posledny ¢len v rovnici (3.16) je St,, ktory predstavuje rovnako ako v predché-

dzajicom pripade obsah i-teho trojuholnika.

. B3 <e

V poslednom pripade je energia v kazdom bode i-teho trojuholnika mensia ako
e a v stlade so vztahom pre trojrozmerni Brillouinovi zénu (3.11) je hodnota

funkcie hustoty stavov v i-tom trojuholniku nulové [9]

pi(€) =0 (3.18)

Obr. 3.7: Delenie Brillouinovej zény v trojuholnikovej metéde. Zobrazenie i-

tho trojuholnika s moznym rozdelenim na mensie casti v zavislosti od energie €. Body

, 7 = 1,2,3,c, B,7,0 oznacuji miesta, kam smeruji vektory k; v reciproénom

priestore.

Vdaka vztahom trojuholnikovej linearnej metdédy mozeme jednoducho ziskat fun-

kciu hustoty stavov. Nemusime ani Specidlne riesit kritické body rozvojmi disperznej

relacie do Taylorovych polynémov. Zaroven nemusime mat explicitny vztah pre dis-

perznu relaciu energie, stac¢i ndm poznat hodnoty energii v koneénom pocte bodov

v reciprocnom priestore, ktoré buda vrcholmi jednotlivych trojuholnikov. Presnost, s
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akou urcéime hustotu stavov zavisi od poc¢tu trojuholnikov, ktorymi rozdelime Brillou-
inova zonu a da sa zlepsit, ak namiesto linearnej interpolacie pouzijeme interpolaciu
polynémom vyssieho radu.

Hustotu stavov pomocou trojuholnikovej metédy sme vykreslili na obrazku 3.8. Pri
cervenej krivke mozeme pozorovat, podobne ako aj pri disperznej relacii prislichajicej
tejto krivke, symetriu okolo nulovej hodnoty energie. Pri modrej a zelenej krivke
symetria postupne zanika a piky v oblasti van Hoveovych singularit zvysuju svoje
maximalne hodnoty. Zaroven moézeme vidief jemné posunutie nulovej hodnoty hustoty

stavov modrej a zelenej krivky v smere kladnej osi energie.

1 T T T v

0,8

I

0,6

I

plev' A”]

I

0,2

—-10

Obr. 3.8: Hustota stavov pre grafén vypocitana trojuholnikovou metédou.
Krivky hustoty stavov oznacené cervenou a modrou farbou pochadzaji zo vztahu
pre disperznt relaciu energie (2.19), kde sme zaratali vplyv len najblizsich susednych
atémov. Pri Cervenej krivke sme zaroven zanedbali aj parametre yo a 8 (2.21). Zavislost
znazornena zelenou farbou predstavuje hustotu stavov ziskant pomocou disperznej

relacie (2.31) pri zapocitani vplyvu aj druhych susednych atémov.
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3.5 Spektralna funkcia

Vyraz na vypocet hustoty stavov sa da ziskat aj pomocou spektralnej funkcie, ktora
vychadza z tedrie aproximacie T-matice a Greenovych funkcii. My si ukazeme, ako ju
vyuzit na vypocet hustoty stavov grafénu a porovname s vysledkami trojuholnikovej
metody.

Aproximéacie T-matice sa pouziva na vypocet hustoty stavov za predpokladu, ze
sa v krystalovej strukture nachadza urcita necistota. Ak mame neporusenu krysté-
lova struktiru, tak sa umelo zavadza kvazicastica, ktora vo vypoctoch nahradza tuto
necistotu. Dostaneme interferencné spektrum necistoty, ktoré sa vyuziva pri interpre-
tacii vysledkov Fourierovych obrazov v skenovacej tunelovej spektroskopii (FT-STS)

pri stadiu elektrickych vlastnosti vodivych materidlov.

0,8 T T T

I
|

0,6

plev' A7

I

0,2

6=02eV
6=0.02eV 1

0
—-10 -5 0 5 10
e [eV]

Obr. 3.9: Vypocitana hustota stavov pre grafén pomocou spektralnej fun-
kcie. Porovnanie zavislosti pre hodnotu § = 0.2eV (Cervenda krivka) a pre hodnotu

0 =0.02eV (modré krivka) pre disperzni reldciu dant vztahom (2.21).
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Vztah na vypocet hustoty stavov pomocou spektralnej funkcie je relativne jedno-

duchy a nadobuda tvar:

ple) = 2; [ [ Ak, cra.ar,. (3.19)

pricom integrujeme cez celii Brillouinovi zénu. Zaviedli sme zaroven aj spektralnu

funkciu A(k, €), pre ktort plati:

_ _221m< ! +u5> (3.20)

€— ek

Parameter § v rovnici (3.20) sa nazyva inverzna doba zivota kvézicastice, ktorej
hodnota je zvacsa velmi mala. Napriek tomu nam zarucuje, ze v menovateli funkcie,
ktort integrujeme, neostane nikdy nulova hodnota a vyraz ndm v danych kritickych
bodoch nediverguje. Porovnanie hustoty stavov ziskanych pomocou dvoch hodnot
parametra 0 je zobrazené na grafe 3.9. Mdzeme si v§imnuit nenulovej hodnoty hustoty
stavov pri nulovej hodnote energie pri oboch hodnotach §. Hodnota hustoty stavov v
danom bode je tym vacsia, ¢im je vacsia hodnota inverznej doby zivota kvazicastice.
Dalsim viditelnym rozdielom je hladkost krivky popisujicej hustotu stavov. Je to
sposobené rozdielnymi narokmi jednotlivych parametrov ¢ na rozdelenie oblasti, cez
ktort integrujeme. Cim je hodnota ¢ mensia, tym musi byt oblast rozdelend na mensie
casti, vdaka comu si zachova pozadovani hladkost. Graf 3.9 bol vytvoreny pre rovnaky
pocet deleni Brillouinovej zény pre obe ¢. Poslednym hlavnym rozdielom je rdzna
vyska pikov v bodoch van Hoveovych singularit, ktora sa so zmensujicou hodnotou o
zvysuje. [10]

Funkciu A(k, €) je mozné upravit nasledujicom spésobom:
1 )
Im <()> SR S (3.21)
e—e +10 (6—6) + 42

2

Ak, e :22— (3.22)

S (e—e,)?+ 62

Potom pre hustotu stavov dostaneme vysledny vztah:

§ & 1
_ 0 . dkydk,, 3.23
7T2j;//(e—efc)2+52 Y (3:23)
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Obr. 3.10: Porovnanie hustoty stavov pre grafén. Vypocet pomocou trojuholni-
kovej metédy (Cervend krivka) a spektralnej funkcie (modra krivka) pre jednoduchi

formu disperznej relacie (2.21).

kde opét integrujeme cez celi Brillouinovi zénu. Na porovnanie vysledkov ziska-
nych pomocou takto definovanej spektralnej funkcie s vysledkami ziskanymi troju-
holnikovou metédou nam poslizi graf 3.10. Pozorujeme velmi dobrit zhodu vysledkov
pomocou oboch metdd. Pri spektralnej funkcii sme pouzili hodnotu pre parameter
0 = 0,02eV, ktora velmi presne kopiruje priebeh funkcie hustoty stavov od pikov
van Hoveovych singularit smerom k nulovej hodnote energie. Od pikov smerom k
extrémom energie hustota stavov ziskana spektralnou funkciou nadhodnocuje vysle-
dok ziskany trojuholnikovou metédou. Rozdiel medzi jednotlivymi metéodami je aj
v hladkosti kriviek popisujucich jednotlivé hustoty stavov. V oboch pripadoch bola
Brillouinova zéna rozdelena na rovnaky pocet oblasti, aby sme ziskané data mohli

efektivnejsie porovnat.
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Z.aver

V prvej casti prace sme sa pozreli na zakladné pojmy krystalografie, z ktorych sme
nasledne dospeli ku klicovym poznatkom vyuzivanych v metode tesnej vazby. Prvym
dolezitym milnikom bolo odvodenie disperznej relacie pre jednoduché systémy.

Uvahy z teoretickej ¢asti sme aplikovali na problém grafénu a dostali sme sa k
vyjadreniu pasmovej struktiry v troch réznych priblizeniach, kde sme Studovali vplyv
roznych aproximacii a po¢tu susedov na disperzné reldcie energie. Vysledky sme né-
sledne graficky porovnali a pozorovali sme posun energetického spektra v smere klad-
nych hodndt energie a porusenie symetrie v okoli hodnoty energie 2p, orbitélov, ktora
sme polozili rovna nule.

Disperzné relacie sme zaroven pouzili na vypocet hustoty stavov pomocou troju-
holnikovej metédy, kde sme pozorovali obdobny posun a narusenie symetrie. Nasledne
sme vyuzili vlastnosti spektralnej funkcie a vypocitali sme hustotu stavov prislicha-
jucu elektrénom v elementdrnej bunke grafénu. Pozorovali sme relativne dobri zhodu
s vysledkami ziskanymi troujuholnikovou metédou vychadzajicej z najjednoduchsieho
tvaru disperznej relacie grafénu.

Dalsim predmetom $tudia dvojrozmernych krystalovych mriezok moze byt apliké-
cia aproximacie T-matice, ktorej vysledkom st mapy Fourierovych obrazov pouzivané
pri skenovacej tunelovej spektroskopii opisujice interferenéné spektrum necistoty na

krystalovej mriezke.

42



Zoznam pouzitej literatury

1]

MERVIN, R., The Tight Binding Method [online]. 2015. [cit. 2020-05-15]. Dostupné
na internete: <http://www.physics.rutgers.edu/ eandrei/chengdu/reading/tight-
binding.pdf>.

Konout, J. a MELNIK, M. Anorganickd chémia I: zdklady anorganickej chémie.
2. vydanie. Bratislava: STU. 1997. 365 s. [ISBN 80-227-0972-7.

Kaxiras, E., Atomic and Electronic Structure of Solids. New York: Cambridge
University Press. 2003. 667 s. ISBN-13 978-0-521-52339-4.

KMETAOVA, J. - SKORSEPA, M. - SKORSEPA, M. . Chémia pre 2. rocnik gymndzia

so stvorrocnym stiudiom a 6. rocnik gymndzia s osemrocnym studiom. Bratislava:

KASICO, a.s. . 2012. 178 s. ISBN 978-80-8091-271-0.

ZHANG, Y. Electronic Transport in Graphene: dizertacna praca. New York: Co-
lumbia University. 2006. 80 s.

Reciprocal lattice [online]. 2020 [cit. 2020-05-15]. Dostupné na internete:
<https://en.wikipedia.org/wiki/Reciprocallattice>

Kunbpu, R. Tight binding parameters for graphene [online|. Bhubaneswar: Ins-
titute of Physics, Bhubaneswar, 2009. [cit. 2020-05-15]. Dostupné na internete:
<https://arxiv.org/pdf/0907.4264.pdf>.

JESHKE, H. Computational Methods in Solid State Theory [on-
line].  Frankfurt am Main: Goethe universitdt. 2016. [cit. 2020-
05-15]. Dostupné na internete: <http://www.physics.okayama-
u.ac.jp/jeschkehomepage/CMSST2013/chapterl.pdf>.

KurGANskiIl, S.I. et al. Integration over the Two-Dimensional Brillouin Zone.
In: Basic solid state physics. 1985, ro¢. 129, ¢.1, s. 293-299 .

43



[10] BENA, C. a KIVELSON, S.A. Quasiparticle scattering and local density of states
in graphite In: Physical Review B 72. 2005

44



