VYPOCET VLASTNICH CISEL
A VLASTNICH VEKTORU

S pojmem vlastniho ¢isla jsme se jiz setkali naptiklad u itera¢nich metod pro feseni sou-
stavy linearnich algebraickych rovnic. Velikosti vlastnich ¢isel itera¢ni matice rozhodovaly
o konvergenci prislusné iteracni metody. S tilohou na vlastni ¢isla se setkame i v aplikacich
pri feSeni fady technickych a fyzikalnich problémi.

Ulohu na vlastni &fsla si pfipomeneme na piikladu.

Priklad: Stanovte takova ¢isla A, pro ktera ma homogenni soustava Av = Av nenulové
feSeni, a urcete toto feSeni, kde matice

2 00
A=|2 21
11 2
Resime tedy soustavu
2—A 0 0 U1 0
(A= XA)v= 2 2—-X 1 ve | =10
1 1 2=-A U3 0

Aby homogenni soustava meéla nenulové feSeni, musi byt determinant soustavy nulovy.
Hledame proto takova A, aby

det(A — M) = =\ +6A* — 11\ + 6 = 0.
Dostali jsme algebraickou rovnici stupné 3 a pouze pro jeji koreny
)\1:3, )\2:2, /\3:1

nazyvané vlastni ¢isla matice A, bude mit uvazovana soustava nenulové feseni.
Ke kazdému vlastnimu ¢islu \; mizeme najit nenulové feseni homogennisoustavy

Napf. pro A\; = 3 fesime soustavu
-1 0 0 V1 0
2 -1 1 vy | =10
1 1 -1 U3 0

Matice soustavy je samoziejmé singularni a proto bude existovat cely systém feSeni v za-
vislosti na parametru r € IR. Kazdy vektor [0,7,r]7 fesi danou soustavu. Ze systému

vybereme jednoho zastupce, napt. v»V = [0, 1,1]7, a fikame, ze v} je viastni vektor odpo-
vidajici vlastnimu ¢islu A;. Podobné bychom nalezli vlastni vektory odpovidajici vlastnim
¢islim /\2 a /\3. (Il



Definice: Je dana ¢tvercova matice A tadu n. Viastni ¢isla A1, Xo, ..., A, jsou kofeny

charakteristick€ rovnice
pa(N) = det(A — M) = 0.

Ke kazdému vlastnimu cislu \; existuje alespon jedno nenulové feSeni soustavy rovnic
Av = \;v. Toto FeSeni v nazveme vlastnim vektorem.

Poznamka: Charakteristicky polynom je stupné n = dn vlastnich ¢isel.
Definice: Matici A = diag(A1, Az, ..., A\n) nazyvame spektralni matici matice A.

Poznamka: Vlastni ¢isla horni trojihelnikové matice jsou rovna jejim diagonélnim
prvkim, nebof charakteristicky polynom mé tvar:

PA(A) = (a11 — A) (a2 — A) ... (@pn — A).

Ulohy na nalezeni vlastnich ¢sel rozdélime do dvou skupin:

Uplny problém vl. &isel — tloha najit vSechna vlastni ¢isla

Castecny problém vl. &isel — tloha najit pouze néktera vl. ¢isla
(obvykle s nejmensi nebo nejvétsi abs. hodnotou).

Priklad: Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory téchto matic:

2100 2 1]0
A=|0[2]/0|, B=|0 2|0,
1 0]0]2 ] 0 02|
[2]0 0] (2 1 0]
C=|0[/21|, D=|0 21
1 0[0 2| (0 0 2|

Reseni: Vsechny zadané matice maji stejny charakteristicky polynom
pa(N) =pB(N) = pc(A) = pp(N) = (2 - V)%,

Vidime, ze A\ = 2 je trojnasobné vl. ¢islo vSech ¢tyf matic.



Vlastni vektory

A: oM =(1,00)7 Pozn.: matice A — Al je nulova, tj. sys-
v = (0,1,0)7 tém vSech TesSeni rovnice A — AI = 0 je
v® = (0,0,1)" lin. kombinaci v, v®) ),

010
W — T

Beov = %8 (1))T Pozn.: B~ M= | 0 0 0
v =(0,0.1) 00 0

C: W =(1,0,0)"

v = (0,1,0)7
010
D: vW =(1,0,0)7 Pozn.:D—- M= 0 0 1
00
Poznamka:

Pocet linearné nezavislych vlastnich vektorid miize byt mensi nez je fad matice.

Vénujme se nejprve metodam na feseni iplného problému. Metody rozdélime takto:

1) metody zalozené na vypoctech vlastnich ¢isel pomoci charakteristického polynomu

Nevyhodné pro velkd n (fad matice A), protoze je obtizné vypocitat
pa(A) = det(A — M) z definice determinantu.

2) metody vyuZzivajici podobnosti matic

Tato kategorie metod vyuziva faktu, ze podobné matice maji stejna vlastni cisla.
Princip: konstruujeme posloupnost navzajem podobnych matic, ktera konverguje
k matici, jejiz vlastni ¢isla se daji jednoduchym zptisobem urcit.

3) smiSené metody zalozené na pfevodu obecné matice na matici tf¥idiagonalni
(napt. Givensova, Householderova a Lanczosova metoda) a nésledny efektivni
vypocet korenti charakteristického polynomu této upravené matice.




METODA LU-ROZKLADU

(LR-transformace, LR-algoritmus)

A = LU .. .rozklad matice A na dolni trojihelnikovou matici L a horni trojihelnikovou
matici U, kde na diagonéle matice L jsou pro jednoznac¢nost rokladu jednotky. Sestrojime
matici B, ktera bude podobna matici A.

B=UL (U=L"'A=B=UL=L"AL)

Postup:

Sestrojime posloupnost matic Ay:

(ii) provedeme LU rozklad matice A, = LUy

(iii) sestrojime matici Ay = UgLy

(iv) je-li matice Ay ;1 horni trojihelnikovd = konec, jinak k = k + 1 a jdi na (ii)

Poznamka: D4 se ukézat, ze kdyz matice By = LgL; ... Ly konverguji k regularni
matici, potom matice A, také konverguji, a to k horni trojihelnikové matici s vlastnimi
¢isly na diagonale. Plati

A =L AL,
———
Uy

a tedy
A =L L Lyt Ag Ly .. Ly
N——’

-1 B
B}erl k+1

Poznamka: Je-li matice A symetricka a pozitivné definitni, provadime LU-rozklad ve
smyslu Choleského rozkladu, tj. A = LL”. Potom lze ukézat, ze A}, konverguje k diagonalni
matici.

Nevyhody:
- pomala konvergence posloupnosti Ay
- velky pocet operaci pro matice vétsich rada
- nelze realizovat pro obecné matice A

Poznamka: Jestlize pro dostatecné velké k je Ay horni trojihelnikova matice, potom
vlastni vektory jsou (piiblizné) sloupce matice By = LoL; ... Lj_;.



METODY ORTOGONALNICH TRANSFORMACI
Pouzijeme podobny princip jako v predchozim piipadé, tj. sestrojime posloupnost po-
dobnych matic Ag, A1, Ay ... tak, ze
Ap1=QiAQy, k=0,1,2....

Pozadujeme, aby posloupnost A konvergovala k matici, jejiz vlastni ¢isla lehce ur-
¢ime. Ortogonalni matici Q vybirame specidlnim postupem. Vyhodou tohoto algoritmu
je numericka stabilita.

Poznamka: Pro obecnou matici pouzivame metodu QU-rozkladu (QR-transformace).

A =QU Q... ortogonalni matice (QQT =1, tj. QT = Q1)
U ... horni trojihelnikova matice

B=UQ (U=Q'!'A=B=Q'AQ=B=QTAQ).

Motivaéni priklad: Prikladem ortogonélni matice je matice rovinné rotace o tihel a:

Q(a) = [cosa —sin« ] ozn [ c —S ] .

sin «v CoS & S c

Pro matici
21
i
stanovte matici B = QT (a)AQ(«) tak, aby b1y = 0.

ResSeni: Rozepiseme si prvky matice B:
bll 1712 - cC S ) 2 1 ) c —S -
b21 622 N —S C 1 3 S C -
B 2c+ s c+ 3s e =s | _
| =2s+c¢ —s+3c s c¢|

2¢ +cs+cs+ 352 —2cs — %+ + 3es
—2¢s + 2 — s% 4+ 3cs 2¢2 —cs—cs+ 32 |

Pro splnéni podminky b5 = 0 musi platit

—2cs —s°+*+3cs=cs— s>+ =0,



tj.
. -9 2 .
cos v sin v — sin” av + cos” o« = 0.

1sin2a + cos 2a
1.
cos2a = 5 sin 2«
—2 = tan 2«
a = —0,5535
Po dosazeni dostaneme, ze
3,6180 0
B = l 0 1,3819 ] '

B je diagonalni matice s vlastnimi ¢isly na diagondle a stejna vlastni ¢isla mé i matice A.
O

Poznamka: Podobné jako v predchozi metodé, pro dostatecné velké k je A, horni
trojihelnikova matice a vlastni vektory jsou (pfiblizné) sloupce matice QoQ; ... Qr_1-

Poznamka: Pro symetrickou matici A vede uvedeny postup na tzv. metodu Jacobiovy
diagonalizace.



SPECIALNI PRIPAD QR-TRANSFORMACE
JACOBIOVA DIAGONALIZACE

Véta: Je-li A realna symetrickd matice, potom existuje ortogonalni matice Q tak, ze
QTAQ = A (diagonalni matice s vlastnimi &isly na diagonale — spektrdlni matice).

Princip: Matici Q ziskdme souc¢inem matic Q, ,(a), kde

1 i
1
cosay ... ... ... —sina — ptf fadek
1
Qp,q(a) =
1 — gt Fadek
sinmo® ... ... ... COS« -y
1
i I
7 T
p-ty sloupec q-ty sloupec

a «a volime tak, abychom vynulovali prvek v pozici p, ¢ a tedy i v pozici ¢, p.
Q =TI, Qp,q() — postupné vynulujeme vSechny nediagonalni prvky.

Poznamka: Pii vypoctech nemusime urcovat thel «, ale lze odvodit pfimé vzorce.

Poznamka: Zbyva zvolit strategii na volbu indext p a ¢. Nejjednodussi je postupné
nulovat v8echny mimodiagonalni prvky (podobné jako v Gaussové elimina¢ni metodé pro
feSeni soustavy linearnich rovnic). Uvédomme si ale, Ze se ziskané nuly z piedchoziho kroku
obecné nezachovaji. Dalsi moznosti je nulovat vzdy mimodiagonalni prvek, ktery je nejvétsi
v absolutni hodnoté (zde je tfeba v kazdé iteraci vyhledat tento prvek, coz zpomali vy-
pocet). Itera¢ni proces zastavime, je-li norma trojihelnikové matice pod diagondlou mensi
nez zadana tolerance.



Pro feseni Céastecného problému si uvedeme dvé metody.

MOCNINNA METODA
Chceme ur¢it vl. ¢islo matice A s nejvétsi absolutni hodnotou (dominantni vlastni ¢islo).
Predpoklady:
1. A ma n-linearné nezavislych vlastnich vektoru

2. existuje jediné dominantni vlastni ¢islo

3. vlastni ¢isla lze setadit: |A1| > [Ao| > |As] > ... > |\l

Odvozeni:
1. Zvolime y© jako lin. kombinaci vl. vektort

y(o) = V] +ave + ...+ a, V.

2. Sestrojime posloupnost
y# = Ay*-D g5 y®) = ARy (O),
y(k) = APV, + asAFvy + .+ o, Al
3. Plati: Av; = \;v;, potom

y*) = oy )\If vy + ag)\gw +...+ Ozn)\flvn. *dominantni vl. ¢islo (vytkneme)
-

*

4. dostaneme:

—
g = Mlawvi+ > (1) vl
i=2 A1
ex—0

5. analogicky pro y*+b

6. vybereme j-tou slozku y*) a y*+D vydélime je a provedeme limitni pfechod

—0
(k+1) k+1 ——
im Y M (v + k1) )
— A\1
koo M) kmoo AM(aqvy; + gy)
J ——
—0



Priklad: Mocninnou metodou stanovte dominantni vlastni ¢islo matice A, kde

110
A=|111 a y @ =1[1,1,1].
011

Reseni: Pouzijeme itera¢ni formuli y*+1) = Ay® pro k=0,1,...

y® =[5757 AP =1 ~23333,
y® =[12;17;12]7 AP = 1~ 2,4285,
y® =[20;41;29]" () = 4 ~ 24117,
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Poznamka: Zastavovaci podminka pouzijeme ve tvaru \)\gkﬂ) — )\gk)] < 9.
Poznamka: Nejlepsi aproximaci dostaneme, délime-li slozky, které maji nejvétsi absolutni
hodnotu.

Poznamka: Abychom zamezili pfeteceni, resp. podteceni pii zobrazeni ¢isel v pocitaci
je vhodné v kazdém kroku normovat vektor y*) (norma y® roste, resp. klesa pro
vlastni ¢islo v absolutni hodnoté vétsi, resp. mensi nez 1).

Poznamka: Nevyhody mocninné metody:

- odhad chyby

- konvergence (obvykle v praxi nevime, zda jsou splnény pfedpoklady mocninné metody)

- volba y(© (bude-li vektor y(© takovou linedrni kombinaci vlastnich vektort, ze
koeficient u vlastniho vektoru odpovidajiciho dominantnimu vlastnimu ¢islu bude
roven 0, potom mocninnd metoda nevypoc¢te dominantni vlastni ¢islo)



METODA RAYLEIGHOVA PODILU

Pro pouziti metody Rayleighova podilu budeme navic predpokladat, Ze matice A je
symetrickd (redlnd). Potom musi byt vlastni vektory ortonormélni, tj.

(Viij:Oproz';éj aviTvizl).

Odvozeni: 6. krok z odvozeni mocninné metody nahradime vyjadfenim soucinu y(k)Ty(k)
T
i €k
T SN o
YTy ot + () ] [t S () ] -
i=2 1 i=2 1

a souc¢inu y(k)Ty(k“)T

5{ €k+1
n k n k+1
BT k1) _ \k[ T R ) (A .
y y = loqvl—i-Zoz, \ V| - A] alvl—l—Za, \ v;| =
i=2 1 i=2 1
n 3\ 24
= )\%k—H [OZ% —+ Z a? i
i=2 A
5£5k+1
Dostavame:
—0
——
T T
y® Ay® . y® Ty EED A (02 4 ele) A\
koo )Ty (k) k=oo v Ty(k)  A(a2 4 ele -
y®y y® y 1" (af kok)

Poznamka: Sou¢in e7¢; konverguje k nule (pro k& — oo) zhruba dvakrat rychleji nez
e k nulovému vektoru = metoda Rayleighova podilu bude rychlejsi nez mocninna
metoda.
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Priklad: Metodou Rayleighova podilu urc¢ete dominantni vlastni ¢islo matice A, kde

110
A=|111 a y=[1;1;1]".
011
Reseni: T
07y (1)
yO =[2;327 A=Y Y T~ 3333
y© Ty 0

y@ =[5757 AP =4 ~2 4117,

y® =[12;17;12]7 AP = SOFILOE00 — 239 v 2, 41417.
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