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Uvod

Tato vysokoskolska ucebnica je urcena pre potreby vyucovania predmetu Numerickd mate-
matika, pravdepodobnost a matematicka Statistika v druhom ro¢niku bakalarskeho studia
Fakulty elektrotechniky a informatiky Technickej univerzity v KoSiciach.

Ucebnica nadvizuje na obsah matematickych predmetov prvého rocnika.

Obsah uéebnice je uréeny osnovami predmetu, ktoré boli vypracované na zéklade pozia-
daviek odbornych katedier. Cielom je uviest zakladné metdédy, potrebné pre dalsie stadium
odbornych predmetov. Autori sa zamerali aj na pouzitie vypoc¢tovej techniky ako v ¢asti
numerickej matematiky, tak aj v pravdepodobnosti a Statistike.

Pre néazornejsi vyklad jednotlivych metdéd si rieSené jednoduchsie priklady. Okrem toho
su v zavere kazdej kapitoly uvedené tilohy na samostatné riesenie.

Vhodnym doplnkom na precvicenie latky st aj dalSie materidly, pristupné na www
stranke Katedry matematiky FEI TU http://www.tuke.sk/fei-km/ v ¢asti Predmety/
/Vyucba. Prilohu tvoria ukdzky rieSenia tloh v systéme MATLAB, ktory sa pouZiva vo
vyucbe na FEI TU. Namiesto MATLABu je mozné pouzit programy s otvorenym zdrojo-
vym kédom (Open source), napriklad Octave ( , ), Pylab ( , ) alebo
Scilab ( , ).

Touto cestou sa chceme podakovat recenzentom Prof. RNDr. Jozefovi DoboSovi, CSc.
a Doc. RNDr. Vladimirovi Penjakovi, CSc. za starostlivé prec¢itanie u¢ebného textu a za
cenné pripomienky, ktoré prispeli ku jeho skvalitneniu.

Autori



http://www.tuke.sk/fei-km/

1. Numerické riesenie nelinearnych rovnic

V tejto kapitole uvadzame najjednoduchsie metddy rieSenia jednej nelinearnej rovnice.
Banachova veta o pevnom bode je zakladom na rieSenie mnohych, nielen numerickych,
aloh. Pri rieseni jednej rovnice vedie k metdde jednoduchej iteracie, ktorit porovname
s Newtonovou metddou dotyc¢nic.

1.1. Formulacia ulohy

V tejto kapitole sa budeme zaoberat uré¢ovanim realnych koretiov rovnice
f(z) =0, (1.1)

kde f je redlna funkcia redlnej premenne;.

Cislo a, pre ktoré f(a) = 0, nazyvame korefiom rovnice f(z) = 0. Ak je funkcia f
polynémom, nazyvame rovnicu f(z) = 0 algebrickou rovnicou.

Na riesenie algebrickych rovnic st vypracované Specidlne metédy. U vacSiny rovnic
dokézeme vypocitat iba pribliznti hodnotu koretia a. Ak

f@=f(a)==fFDa)=0 a fP(a)#0,

potom hovorime, Ze « je k-nasobnym korefiom rovnice (1.1).
Pri rieSeni rovnice (1.1) je vhodny nasledujici postup:

1. Uré¢ime interval (a,b), v ktorom lezia vSetky jej redlne korene.
2. Uréime pocet koretiov leziacich v intervale (a, b).

3. Néajdeme intervaly (a;, b;) také, ze f(o;) = 0 (separujeme korene), pricom «; € (a;, b;)
a pre kazdé x € (a;,b;) : f(z) # 0 pre & # «;.

4. Pouzijeme priblizné metédy na vypocet korenov.




5. Urobime odhad absolutnej chyby vypocitaného korena.

Pri separécii koreriov je mozné pouzit zndmu vetu z matematickej analjzy:
Veta 1.1 (Bolzanova). Nech funkcia f : R D A — R je spojita na intervale (a,b) C A
a plati f(a)f(b) < 0. Potom existuje aspon jedno ¢islo ¢ € (a,b) také, ze f(c) = 0.

Dé6sledok. Nech pre z,, plati
f(xn—¢)- f(zn+e) <O.

Potom sa v intervale (z,, — ¢, z,, + &) nachddza koren «a, teda x,, je rieSenie tilohy s pres-
nostou e. Tento test oby¢ajne nazyvame +e-test.

Poznamka 1.1. Rovnica f(z) = 0 moze mat v intervale (a,b) nulovy bod aj v pripade,
ked f(a)f(b) > 0.

Priklad 1.1. Rovnica z?2—4 = 0 m4 v intervale (—3; 3) korene —2, 2, hoci f(—3)-f(3) >
> 0.

Na odhad absolitnej chyby pribliznej hodnoty koretia mozeme pouzit aj tuto vetu:
Veta 1.2. Nech « je presnd hodnota a xj, priblizna hodnota korenia rovnice (1.1). Nech

obe tieto hodnoty lezia v intervale (a,b) a |f'(z)| 2 m > 0 pre vSetky z € (a, b).
Potom plati odhad

la — 2| = Wmﬂ (1.2)

Dokaz. Podla vety o strednej hodnote a vzhladom na predpoklady vety, existuje ¢ € (a, b),
pre ktoré plati

far) = f(e) = fi(e)(z — a).




Pretoze « je korefiom rovnice f(z) = 0 je f(a) = 0. Nakolko na intervale (a,b) je
|f'(z)| =2 m > 0 po tGprave dostaneme vztah (1.2). O

Priklad 1.2. Nech z; = 1,22 je priblizné hodnota korena « rovnice
f@)=xz*-z—-1=0.
Odhadnime absolatnu chybu tejto aproximacie.
Riesenie. Funkcia f’(z)=423 — 1 je kladna a rastiica na intervale (1,22;1,23). Pretoze je
suéin f(1,22)f(1,23) < 0, presnd hodnota koretia « lezi v intervale (1,22;1,23) a najmensia
hodnota prvej derivacie v tomto intervale je m = 4(1,22)% — 1 > 6,263. Potom plati

o — 1,29) < £0:22) o 0.0047
- om T 6,263

~T7-107%

1.2. Graficky odhad riesenia rovnic

Redlne korene rovnice f(x) = 0 mozeme priblizne uréit graficky ako z-ové suradnice prie-
secnika grafu funkcie y = f(z) s osou x. Ak rovnicu f(z) = 0 nahradime ekvivalentnou
rovnicou g(z) = h(z), kde g(x) a h(z) st jednoduchsie funkcie, nez je funkcia f(z), po-
tom priblizné hodnoty redlnych koretiov rovnice f(xz) = 0 ndjdeme ako z-ové stradnice
prieseénikov grafov funkcii y = g(x) a y = h(z).

Priklad 1.3. Uréme priblizné hodnoty korefiov rovnice e* — xz — 2 = 0.

RieSenie. Priblizné hodnoty redlnych korefiov uréime pomocou grafov funkeii g(x) = e,
h(z) = x + 2. Je zrejmé, 7ze dana rovnica mé dva redlne korene 7 € (—2;—1), 25 € (1;2).




1.3. Metéda poloviéného delenia intervalu (bisekcie)

Predpokladajme, Ze rovnica f(z) = 0 ma préve jeden koren « v intervale (a, b). Definujme
postupnost intervalov (a,,b,), n = 1,2, ...predpisom:

1. {a1,b1) = {a,b).

2. Nech je definovany interval (ay,by,), pricom f(a,)f(b,) < 0. Nech
cn = (an + b,)/2. (1.3)

3. Ak je f(c,) = 0, potom je ¢, koretiom rovnice. Ak je f(c,) # 0 a f(an)f(cn) <0
polozime ap41 = an, bny1 = cp, ak plati opaénd nerovnost, t. j. f(ay)f(c,) > 0
poloZime a,11 = ¢n, byr1 = b,. Ak ma postupnost (c,) koneény pocet ¢lenov, je
posledny ¢len koremiom rovnice f(z) = 0. Ak je postupnost (c,) nekoneénd, potom
ma limitu a plati

lim ¢, = a.
n—oo

Pre odhad absoliitnej chyby korena « plati
(1.4)

Ak méme vypodéitat koreti « s presnostou € > 0, ukonéime proces delenia intervalu, ak
|bp, — an| < 2¢ a za aproximéciu korefla o vezmeme ¢islo (ay, + by,) /2.

Priklad 1.4. Metédou poloviéného delenia intervalu, s presnostou 0,005, vypocitajme
redlny koreni rovnice f(z) =23 — 2z —1=0.

Riesenie. Naprv uskutoénime graficky odhad koretiov. Nech h(z) = x + 1, g(z) = 23.
Grafy tychto funkcii maja jeden spolo¢ny bod, ktorého z-ova suradnica je z intervalu




Obr. 1.1: Graficky odhad korenov




(1;1,5) (pozri obrazok 1.1). Skutoéne f(1) - f(1,5) < 0, ¢o znamen4, Ze v tomto intervale
lezi redlny korei danej rovnice. Potom a; = 1, by = 1,5. Dalsie hodnoty, zaokrtihlené na
Styri desatinné miesta, sti uvedené v nasledujicej tabulke.

ay by Ck flax) f(ck)
1 1,5 1,25 +
1,25 | 15 1,375 -
1,25 1,375 1,3125 +

1,3125 | 1,375 | 1,3438 -
1,3125 | 1,3438 | 1,3282 -
1,3125 | 1,3282 | 1,3204 b
1,3204 | 1,3282

S| O | | W N |~ O

Pretoze (1,3282 — 1,3204) < 20,005 a f(1,3282)f(1,3204) < 0, modzeme aproximovat
koreni pomocou T = (1,3204 + 1,3282)/2 = 1,3243.

1.4. Banachova veta o pevhom bode

Pri rieseni niektorych typov rovnic sa moZeme stretntt s tlohou najst rieSenie rovnice
T(p) =p,kde T : P — P a P je Gplny, normovany, linedrny priestor (Banachov priestor).
Bod p* € P, pre ktory plati T'(p*) = p*, sa nazyva pevny bod zobrazenia T'. Efektivnou
metddou urcenia pevného bodu je metdda postupnych aproximaécii.

Predpokladajme, ze T : P D A — P. Zvolme py € A (po je zafiatoénd hodnota
aproximécie) a nadjdeme postupne hodnoty

b1 :T(po), D2 :T(pl)v ceey Pniga :T(pn)7




Ak postupnost aproximécii (p, )22 ; konverguje k bodu p* € A a ak je zobrazenie T spojité
na A, tak limitnym prechodom v iterac¢nej rovnici

Pn+1 :T(pn)a n:0,1,...
pre n — oo dostavame
T(p*)=p"

V tomto pripade hovorime, ze prosty iteracny proces konverguje.
Skor, nez uvedieme vetu, ktorad zaru¢uje konvergenciu postupnosti (p,, )52 ;, zavedieme
pojem kontraktivneho zobrazenia.

Definicia 1.1. Nech (P, p) je metricky priestor. Hovorime, Ze zobrazenie 7' : P — P je
kontraktivne na mnozine A C P, ak existuje A € (0,1) také, ze plati

p,g€A = p(T(p),T(q) = Mo(p:9)- (1.5)




Veta 1.3 (Banachova veta o pevnom bode). Nech (P, p) je Gplny metricky priestor
anech T : P — P je na P kontraktivne. Potom existuje prave jeden pevny bod p* € P
zobrazenia T'.

Tento bod mozeme urcit takto: Zvolime Tubovolne py € P a definujeme postupnost
(pn)22 4 bodov p,, € P vzorcom

Pn+1 = T(pn) pre n=0,1,.... (1.6)
Potom
lim p, = p*~

Ak je T kontraktivne zobrazenie s konstantou A € (0, 1), plati odhad

A’I’L

P, pn) S 7—P(Po, p1). (1.7)

Doékaz. Dokazeme, ze postupnost (pn)22 ; je cauchyovskd a konverguje k pevnému bodu zobrazenia T
Pre n € N, m € N odhadneme p(pn+m,pn). Vzhladom na kontraktivnost zobrazenia T' dostdvame

p(p2,p1) = p(T(p1), T(po)) < Ap(p1,po),

p(ps,p2) = p(T(p2), T(p1)) = Ap(p2,p1) < X?p(p1,p0)-
Indukciou dostavame

p(pit1,p:) S XNip(p1,p0) pre i=0,1,....
Pouzitim trojuholnikovej nerovnosti dostavame

P(Prtm;Pn) = p(Pn; Prt1) + -+ + p(Prtm—1,Prtm) =
1—m AT

) <— ) )

T Perpo) < —p(p1,p0)
a takto pre A € (0,1) je pre n — 00 p(Prn+m,pn) — 0.

é )\n(1+)\+ +>\m71)p(p17p0) =A"




To znamena, ze postupnost (pn)52 ; je cauchyovska a pretoze priestor P je uplny, konverguje k bodu
p* € P, t. j. pre m — oo, n pevné a X € (0,1) dostdvame

n

1-A

p(p*,pn) < p(p1,p0),

¢o je odhad (1.7).
Dokéazeme, ze p* je pevny bod zobrazenia T'. Podla trojuholnikovej nerovnosti plati
p(®*, T(p*)) = p(0*,pn) + p(pn, T(p*)) =

= p(p",pn) + p(T(pn—-1), T(P*)) < p(p*,pn) + Ap(Pn-1,p") — 0
pre n — oo, pretoze p, — p*. Odtial dostavame p(p*, T(p*)) = 0, ¢ize plati T'(p*) = p*.
Dalej ukazeme, 7e T ma jediny pevny bod. Predpokladajme, Zze p*, ¢* st dva rozne pevné body
zobrazenia 7'. Potom je

0 < p(p*,q*) = p(T(P*), T(¢")) = Xp(p*,q") < p(P*,q"),

¢o je spor. Teda zobrazenie T' ma jediny pevny bod p*. O

Poznamka 1.2. Namiesto odhadu (1.7) pouzivame odhad v tvare

. A
PP, Pn) S 775 P(Pr; Pr); (1.8)
ktory vyplyva z nerovnosti: p(p*,pn) < Ap(p*,pn—1) < X(p(0*, Pn) + P(Prs Pr—1)).

1.5. Metdda prostej iteracie

Tato metdda je zalozena na konstrukcii postupnosti iteracii rovnakym spoésobom ako v Ba-
nachovej vete.
Hlad4dme koreri rovnice f(x) = 0, ktory lezi v intervale (a, b). Rovnicu

fa)=0




vieme vzdy prepisat na tvar

T = p(z)

tak, aby ¢ : (a,b) — R bola kontraktivna funkcia na (a,b), t. j.

ple(z), 0(y)) = lo(z) — w(y)l = Alz —yl = Ap(z,y)
pre z,y € (a,b) a zéroven p(z), ¢(y) € (a,b).

Poznamka 1.3. Rovnica z = ¢(x) vo v8eobecnosti nie je vzdy ekvivalentné s povodnou
rovnicou. Plati, Ze kazdé rieSenie rovnice z = ¢p(z) je rieSenim rovnice f(z) = 0, ale nie
naopak! Napriklad rovnicu 22 — z — 2 = 0 mozeme prepisat na tvar x = —/z + 2, ktora
ma vsak len jeden koren z = —1.

Nech funkcia ¢ je na {a,b) diferencovatelna. Potom podla Lagrangeovej vety o strednej
hodnote existuje £ € (a, b) také, ze

p(@) = o(y) = ¢'(€)(z —y).
Ak existuje kladné ¢islo M také, ze

M =sup|y¢'(z)] pre =z € (a,b),
tak je

o(z) — o(y)| = M|z —yl.

Ak je ¢islo M < 1, mozeme ho zobraf za koeficient kontraktivnosti, teda A = M a z Bana-
chovej vety o pevnom bode vyplyva tvrdenie nasledujicej vety.




Veta 1.4. Nech ¢ : (a,b) — (a,b) je spojitd funkcia na (a,b). Nech existuje spojita
derivécia ¢’ v (a,b) a c1slo A, 0 =\ < 1 také, ze |¢'(z)| £ X pre Iubovolné z € (a, b).
Potom itera¢ny proces

iy1 = (x;) pre i=0,1,...

konverguje k jedinému koreniu « rovnice z = p(z) a platia odhady

n

1—

|z, — | £ |.7:1—:170|, n=12..., (1.9)

|z, — | £ |xn—xn_1|, n=12.... (1.10)

1—

Poznamka 1.4. Ak koeficient kontraktivnosti A € (0;0,5) potom zo vztahu (1.8) dosté-
vame

|xn_a| é 1 )\|xn_xn—1|§ |-'17n_xn—1|-

Teda iteracny proces mozeme ukoncif, ak absolutna hodnota rozdielu po sebe iducich
aproximdcii je mensia nez presnost, s akou mame vypocitat hodnotu koreia a rovnice
x = ().

Poznamka 1.5. Funkciu ¢ moézeme zvolit nasledujicim spésobom. Predpokladajme, Ze
v rovnici f(z) = 0 je funkcia f diferencovatelnd na (a, b), pricom Vz € (a,b) : [1—k f'(z)| <
< A < 1. Potom p(z) =z — kf(x), kde k € R a pre &leny postupnosti (z,,)32 ; dostdvame
rekurentny vzorec

Tpy1 = Tp —kf(x,) pre n=0,1,....

Pri pouziti itera¢nej metddy mozeme zvolit postup, uvedeny v nasledujicom algoritme.




Algoritmus itera¢nej metédy na rieSenie rovnice z = ¢(x):

Vstup: o, FI(z), EPS, LAMBDA, NMAX
=1
x1 = FI(z0)
DELTA = LAMBDA /(1-LAMBDA)*EPS;
Opakuj, pokial: |1 — zg| > DELTA a i < NMAX,

To = T1
IE1=FI($0)
1=1+1

Ak |$1 — (L’0| < DELTA,
Vystup: 77 je korefiom rovnice s presnostou EPS.
Pocet iteracii bol <.
inak
Vystup: Dosiahnuty maximéalny pocet iteracii NMAX!

alebo s pouzitim +e-testu:

Vstup: zg, FI(z), EPS, NMAX

1=0

Opakuj, pokial: f(zg + EPS)f(z¢o — EPS) > 0 a i < NMAX,
o = FI(I())
t=1+1

Ak f(xo + EPS)f(xq — EPS) < 0,
Vystup: g je koretiom rovnice s presnostou EPS.
Pocet iteracii bol .
inak
Vystup: Dosiahnuty maximéalny pocet iteracii NMAX!




Priklad 1.5. Prostou itera¢nou metédou vypocitajme realny koreii rovnice z® — z —

— 1 =0 s presnostou 0,005.

Riesenie. Pribliznti hodnotu koreria rovnice ur¢ime pomocou grafickej metédy. Z obrazku
1.1 vidime, Ze existuje iba jeden spoloény bod grafov funkcii y = 23, y = x +1, M = [, ],
pricom « € (1,2). Teda rovnica 2> — z — 1 = 0 m4 jediny realny korenn o € (1;2). Danti
rovnicu mozeme zapisat v tvare

= vx+1,
pricom funkcia ¢(z) = /= + 1 spliia podmienky vety 2.3. Pre kazdé = € (1,2) plati

¥/ ()| =3z +1)"2/ <1/3 =21

Ve +1e(V2;V3) c (1;2).
Na urcenie pribliznej hodnoty korena « pouzijeme iteracny proces
$i+1:3$i+1, Z:(),l,

Za zaciato¢ni hodnotu zvolme napriklad xo = 1,5. Potom postupne dostédvame tieto hod-
noty iteracii:

1 = 1,35720881,
zs = 1,33086096,
x5 = 1,32588377,
zs = 1,32493936,
zs = 1,32476001,

Te = 1,32472594.




Pretoze A € (0;0,5) a |z3—x2| < 0,005 mdzeme s presnostou aspoii 0,005 aproximovat koreri

0,00003407 )
T — 5 < 0,000018 plati,
7e |a— x| < 0,000018. Vidime, Ze na dosiahnutie rovnakej presnosti ako v metdéde bisekcie
sme potrebovali poloviény pocet iterdcii a po Siestich iteracidch sme dosiahli presnost o viac

ako 2 rady lepsiu. Treba si v8ak uvedomit, Ze vypocet jednej iteracie bude pre 3. odmocninu
v tomto pripade trvat ,,omnoho“ dlhSie, ako v pripade bisekcie.

3

rovnice z° —x — 1 = 0 pomocou z3. Kedze |ze — x5 =

1.6. Newtonova metoda

/.

Tn+1 Tn b =z

Obr. 1.2: Newtonova metéda dotycnic

Newtonovu metédu, nazyvant tiez metéda dotycnic (pozri obr. 1.2), mézeme pouzit na
rieSenie rovnice f(z) = 0 ak je funkcia dvakrét diferencovatelnd a funkcia f”(x) v intervale




(a, b) nemeni znamienko (je nenulova), pri¢om zarovei plati f(a)f(b) < 0 ({(a,b) je interval
separdcie).
NapiSme rovnicu doty¢nice ku grafu funkcie f(z) v bode x,:

y = f(an) = f'(zn)(@ — 2n).

Dalsiu aproximéciu korefia « — x,417 — uréime ako prieseénik doty¢nice s osou = (pri
dosadeni z,1 za x polozime stcasne y rovné 0). To znamend, Ze dostdvame rekurentny
vzorec

%HZ%_M n=012,.... (1.11)

f(zn)’
Pre o(z) = = — f(x)/f'(z) definuje (1.11) iteraénti metédu, metddy sa odliSuji spéosobom
overenia podmienok konvergencie.

Veta 1.5. Nech na intervale {(a, b) st splnené nasledujice podmienky:
1. f(a)- f(b) <O.
2. |f"(z)| > 0 pre kazdé x € (a,b).
3. f(xo) - f"(x0) >0, zg € {a,b).

Potom postupnost (1.11) konverguje ku koreiiu « rovnice f(z) = 0, teda plati lim z, =
n—oo
= .

Ak navySe plati podmienka
4. |f'(z)| > 0 pre kazdé z € (a,b),

mozeme na odhad presnosti pouzivat vztah (1.2).

Dokaz neuvadzame. Newtonova metdda sa v blizkosti koretia vyznacuje tzv. kvadratic-
kou rychlostou konvergencie, ¢o je kvalitativne rychlejsia konvergencia ako, napriklad, pri
metode prostej iteracie.




Priklad 1.6. Newtonovou itera¢nou metédou vypo¢itajme realny korent rovnice z* —

— 2 — 1 =0 s presnostou 0,005.

RieSenie. Vyssie sme ukézali, Ze pre dant tlohu je (1;1,5) intervalom separicie. Kedze

f'(x) = 32%—1, na intervale separacie je m = Igill’l& |f'(x)| = 2. Pretoze f"(x) =62 >0
= (gl

na uvazovanom intervale a f(1,5) > 0, bude Newtonova metéda konvergovat k rieSeniu
rovnice z bodu zg = 1,5.

1 = 1,34782609,
zs = 1,32520040,
z3 = 1,32471817,
Ty = 1,32471795,
x5 = 1,32471795.

Na zéklade odhadu (1.2) mozeme tvrdit, ze uz
- 2

o — 3 = 0,00105.

Teda uz po druhom kroku sme dosiahli pozadovant presnost. Vyuzime na tomto zéklade
fakt, Ze novym intervalom separdcie mozeme zvolit, napriklad, interval (1,3;1,5), pre ktory
uz mozeme pouzit hodnotu m = 4. Dostaneme presnejsi odhad |a — z3| < 0,00053, ¢o je
uz o rad lepsie, ako pozadovand presnost. Pri tejto metdde je uz po 4. kroku nepresnost
mensia ako 107!2, ¢o je neporovnatelne lepsie, ako v metéde bisekcie aj v prostej iteracnej
metode.

Poznamka 1.6. V tomto priklade je rychlost jednej iteracie Newtonovej metédy porov-
natelnd s rychlostou jednej iterdcie metédy bisekcie. Hodnotu f(x,,), pouzivani v odhade
(1.2), mozeme vyuzit aj na vypocet dalSej iteracie. Newtonova metéda je teda velmi efek-
tivna ako z hladiska rychlosti konvergencie, tak aj z hladiska jednoduchosti pouzitia. Na-
vyse, ak sa na vypocet derivécie f’(x,) pouZije priblizna numerickd metdéda, tak na riesenie
ulohy staci v programe zmenit funkciu f(x) podobne, ako v metéde bisekcie.




Priklad 1.7. Pomocou Newtonovej metédy s presnostou 0,001 vypocitajme najmensi
kladny koren rovnice

f(z) =2(m—z)sinxz — cosz = 0.
Riesenie. Pomocou grafickej metddy, zostrojenim grafov funkcii
g(z) =2(m—z), h(z)=cotgzx

zistime, Ze koreni danej rovnice lezi v intervale (0;0,5). Vhodnym delenim intervalu za-
zime interval na interval (0,1;0,2). Zadiatoéna aproximacia zo = 0,1 spliia podmienku
f(zo)f"(xo) > 0. Funkcia f” je na intervale (0,1;0,2) rozna od nuly. Pouzitim vztahu
(1.11) dostédvame dalsie ¢leny postupnosti (x,), a to 3 = 0,1651, x5 = 0,1665. Pretoze
f(za—1073) - f(z2 +1073) < 0, moZeme s danou presnostou aproximovat hladany koren
rovnice pomocou s.

Otazky k prebranej tematike:

e Aké metdédy priblizného vypoctu realnych koreriov rovnice
f(z) = 0 poznate?

Co je to interval separacie? Ako sa vyuziva pri fe-teste?

e Ako je mozné odhadnit nepresnost priblizného koremna?

Ako sa vyuzije Banachova veta pri prostej itera¢nej metéde?
e V ¢om spociva metdda poloviéného delenia?

e Aké su postacujice podmienky konvergencie Newtonovej metédy?

Viete napisat algoritmy rieSenia tloh pre jednotlivé metddy?




Ulohy

V nasledujtcich tlohach vypoéitajte vSetky realne korene (ak nie je uvedené ina¢) s danou
presnostou:

1.1. 23 4+ 222 — 4z — 5 = 0 najmensi koreni s presnostou 0,005. [—2,791]
1.2. 23 40,922 + 1,1z — 7,8 = 0 najvicsi koreti s presnostou 0,005. [1,568]
1.3. 3 — 122 + 1 = 0 najmensi koreii s presnostou 0,000001. [—3,505040]
1.4. 22° + 52* — 1022 4+ 102 — 3 = 0, presnost 0,000001. [0,539692]
1.5. 2z* + 623 + 522 — 0,5 = 0 kladny korefi s presnostou 0,0001. [0,27162]
1.6. sinz + 22 — 2 = 0 s presnostou 0,000001. [0,6840]
1.7. 2zInx — 4x + 5,3 = 0 s presnostou 0,00001. [2,132218; 3,349918]
1.8. 2% — 82 + 15 = 0 s presnostou 0,0001. [—3,5043]
1.9. 23 4+ 322 — 3 = 0 s presnostou 0,001. [—2,5321; —1,3473; 0,87939]
1.10. 523 + 222 — 152 — 6 = 0 najvicsi koren s presnostou 0,0001. [1,7321]
1.11. 23 — 7z — 7 = 0 s presnostou 0,001. [—1,6920; —1,3569; 3,0489]
1.12. #* — 322 + 42 — 1 = 0 s presnostou 0,001. [0,3177]
1.13. 2° — 2* + 223 — 322 + 42 — 5 = 0 s presnostou 0,0001. [1,2663]
1.14. 25 — 322 + 2 — 1 = 0 zaporny koreii s presnostou 0,0001. [—1,4305]
1.15.  — sinz = 0,25 s presnostou 0,00001. [1,17123]
1.16. 2,2z — 2* = 0 s presnostou 0,00001. [0,78112 ; 2,40135]
1.17. 2Inz — 1/2 = 0 s presnostou 0,00001. [1,42153]
1.18. e + 22 — 2 = 0 s presnostou 0,00001. [—0,53727; 1,31597]
1.19. e® + 2% — 2 = 0 s presnostou 0,00001. [—1,31597]
1.20. 22 —logx — 7 =0, x > 3 s presnostou 0,00001. [3,78928]
]

1.21. e + e 3 =4, kladné korene s presnostou 0,00001. [1,38233




2. Itera¢na metdda rieSenia sustav linearnych rovnic

V tejto kapitole ukézeme, ako sa dd pouzit Banachova veta o pevnom bode na rieSenie
sustav linedrnych algebrickych rovnic (SLAR) iteraénymi metédami. Z velkého poctu
metdéd sme zvolili najjednoduchsiu — Jacobiho metédu.

2.1. Uvod

Budeme sa zaoberat riesenim ststavy n linedrnych rovnic o n nezndmych

1171 + 12T + - - - + A1 Ty = by,
21T + G222 + - - - + a2p Ty = ba,

S maticovym zapisom
Ax = b,

kde A = (a;j), i, 7 =1, ..., n je §tvorcova matica koeficientov, b = (b1, ...,b,)T je stipec
pravych stran, « je stipcovy vektor riesenia ststavy.

Na riesenie ststav linernych algebrickych rovnic sa pouziva cela skala metdd, ako pria-
mych, tak aj iteraénych. Dalej sa v tejto uéebnici budeme zaoberat len Jacobiho iteracnou
metodou, struény popis dalsich metéd najdete, napriklad, v ( , ).

Najskor zavedieme niektoré zakladné pojmy:
Nech a je matica typu (n,p). Definujme pre maticu « nezdporné redlne éislo |||
niektorym z nasledujtcich najcastejsie pouzivanych predpisov

P

leloo = llells = max E || tzv. riadkova norma,
i=1,2,....,n
=1




n
lafls = [|e|ls = max Z s tzv. stipcova norma.
=130

Pre normy matice A a vektora x plati ||Az|| < ||A|l - [|z||. Pre sthlasné normy (v tomto
pripade obidve) navySe plati:

A
4] = max 1AZ]
izi=1 |||

Definicia 2.1. Maticu A nazyvame diagondlne dominantnou, ked je splnenéd aspor
jedna z nasledujtucich podmienok:

n
a) prekazdé i =1,2,...,nje > |a;| <|ai|, (riadkovo),
j=1
i
n
b) pre kazdé j =1,2,...,nje > |ai| <lajj;|, (stlpcovo).
=1
iFEg

Poznamka 2.1. Linedrny normovany priestor R™ aritmetickych vektorov je uplnym
priestorom. To znamené, zZe v iom mozeme pouzit Banachovu vetu o pevnom bode.

2.2. Jacobiho iteraéna metdéda

Nech koeficienty a;; # 0,7 =1, 2, ..., n. PrepiSeme stistavu
Ax =b (2.1)
na tvar

z=ox+ 3 =px) (2.2)




nasledujicim spésobom. Nech
D = diag(aq1, a2z, - - -, ann),

(A—D+ D)z =b.

Odtial dostavame
x=D YD - Ax+ D 'b,
teda
a=DYD-A), pB=D"b.

Riesenim rovnice (2.2) je pevny bod zobrazenia ¢ : R” — R™. Ak pre ¢ € R", y € R,
p(x,y) = || — y||, potom zobrazenie ¢ bude kontraktivne, ak

p(e(@), p(y)) = M(z,y), A€ (0;1),
teda
p(p(@), o)) = [[(am + B) — (ay + B)|| <

S el -l -yl = lledlo(z, y)-

To znamen4, ze zobrazenie ¢ = ax + B bude kontraktivne, ak || < 1.
Pre postupnost aproximaécii

2FHD) — 4 (F) +3 (2.3)

plati nasledujtca veta.




Veta 2.1. Nech ||af| < 1. Potom sustava rovnic € = e + 3 mé préve jedno riesenie
x, pre ktoré plati

a) iteracny proces
z* D = az® + 3
konverguje ku Z nezavisle od volby zaciato¢nej aproximécie (%),
b) ak (®) je k-ta aproximécia riesenia, potom

[l

Iz - 2™ <
1— |l

x® — g®=D]|, E=1,2,.... (2.4)

Tvrdenie tejto vety vyplyva priamo z Banachovej vety o pevnom bode.

Veta 2.2. Nech matica A v ststave (2.1) je riadkovo diagondlne dominantnd a o =
= D '(D — A). Potom je riadkova norma [|a||s < 1.

Poznamka 2.2. Ak je teda matica A v ststave (2.1) riadkovo diagondlne dominantn4,
potom iteracny proces (2.3) konverguje.

Popisana iteracna metdda sa nazyva Jacobiho metdda. Podmienky vety 3.1 sa posta-
¢ujlce (nie nutné) na konvergenciu uvedenej met6dy.

Poznamka 2.3. Pri rieSeni ststav rovnic bez pouZitia pocitacov je niekedy vyhodnejsie
vyjadrit stistavu (2.1) v tvare (2.2) tak, Ze nie je nutné, aby a;; = 0, i = 1,2,...,n.
Napriklad, ak by prva rovnica mala tvar

91‘1—1‘2—1‘3 :7,

mozeme ju prepisat takto

10.731—.%‘1—33‘2—1’3:7,




potom
x1 = 0,1z; 4+ 0,1z + 0,123 + 0,7.
Dostaneme jednoduchsie koeficienty, je vSak potrebné, aby |a| < 1.

Priklad 2.1. S presnostou 0,001 rieSme sustavu rovnic

1 — 9z +23 = -7,
921 — 29+ 23 = 9,
—x1 — 22 +10z3 = 8.

RiesSenie. V danej stistave vymenime prva a druht rovnicu tak, aby stustava bola diago-
nalne dominantna

91 — 2z +2x3 = 9,
1 — 92y +23 = -7,
—xy — 29+ 1023 = 8§,

ktora prepiSeme na tvar:

To — T3+ 9
T = —=—
1 9 )

r1+x3+7
T2 = T?
. . T1+x9 + 8
3 - 10 )

pricom matica a na pravej strane méa riadkovit normu

let]|oo = max[1/9+1/9;1/94+1/9;1/10+1/10] = 2/9 < 1.




Preto je uvedené vzorce mozné pouzit na iteraény proces.
Pri ruénom vypocte ststavu moézeme prepisat na tvar

10y, = 21+ 22 —2x3+9,
10$2 = X1+ T2 +IE3+7,
10x3 = x1+x2+8,

respektive na tvar

z; = 0,1z;+0,1xs —0,123+0,9,

o = 0,1z7 +0,1z9 + 0,123 + 0,7,

I3 = 0,1:171 +0,1£172 +0,8
Nakolko

let]lm = max[|0,1] + |0,1] + | = 0,1]; |0,1] + [0,1] +]0,1[; |0,1[ 4 [0,1]] = 0,3 < 1,

bude nasledujtci iteraény proces tiez konvergovat

25D = 0125 40,128 — 0,128Y + 0,9,
‘Ték_;'_l) _ 0’1:175-](:) + 0’1xgk) + O,ngk) _|__ 0’7’ (25)
o = 0,158 + 0,12 +08.

(2.6)

Za aproximaciu z(®) mozeme zvolit vektor 3 t. j. xgo) =0,9; xgo) =0,7; xgo) =0,8.
Vypoctom podla vztahov (2.5) dostédvame:




k zzzgk) :cgk) ac:(,)k)
0|09 0,7 0,8
110,95 0,94 0,96
210,993 | 0,985 | 0,989
3 | 0,9983 | 0,9967 | 0,9978
4 10,9997 | 0,9993 | 0,9995
5 | 1,0000 | 0,9998 | 0,9999

Pretoze
max/[|1,0000 — 0,9997|;]0,9998 — 0,9993; |0,9999 — 0,9995|] =
= [|® — ™| < 0,001

a ||a|| < 0,5, mozeme s presnostou asponi 0,001 nahradif rieSenie danej ststavy pomocou
2®) . Presné hodnoty st 1 = 292 = x3 = 1.

2.3. Podmienenost ststav

Koeficienty stistavy rovnic niekedy ziskame meranim, t. j. nepozname presné hodnoty ko-
eficientov. Zavislost chyby vysledku na presnosti vstupnych hodnot je vlastnostou danej
sustavy.

O vplyve nepresnosti vstupnych hodnét na vysledok riesenia stistavy mozeme rozhodnut
pomocou koeficientu podmienenosti stistavy. Oznacujeme ho cond(A), pricom

cond(A) = ||A] - ||A™Y| a cond(A) = 1.

Pri malych hodnotach hovorime o dobrej podmienenosti sastavy. Ak je sustava zle
podmienena, nemdzeme obyc¢ajne bez dopliujucich podmienok pomocou ziadnej numeric-
kej metddy dosiahnut uspokojivé vysledky.




Prikladom zle podmienenej stistavy je stistava rovnic

z—2y = 0,
z+ay = -—0,01,

kde pre a = —2,0001 je riesenim sustavy x = 200, y = 100. Pre a = —1,9999 je rieSenim

stustavy © = —200, y = —100. Vidime, Ze ,mald* zmena koeficienta moze mat za nasledok
wvelkt“ zmenu vysledkov rieSenia ststavy.
V uéebnici ( , ) je okrem Gaussovej eliminaénej metédy a metédy LU

rozkladu popisany aj postup rieSenia ststav linearnych algebrickych rovnic v zmysle mini-
malizécie kvadratickej odchylky || A-x—b|2. Tento postup vedie k pojmom pseudoriesenie a
pseudoinverznd matica. Pseudoinverzna matica A" je zovieobecnenim pojmu inverzna ma-
tica a vzdy existuje. Ak inverzna matica existuje, plati AT = A~ V MATLABe moZeme
pri rieSeni ststav pouzit popri prikaze inv (A) aj prikaz pinv(A), ktory vypoéita pseudoin-
verzni maticu. Okrem toho je uzitoény tzv. singuldrny rozklad matice A — svd(A). Tento
rozklad sa okrem iného d4 pouZit na konStrukciu inverznej i pseudoinverznej matice.

Otazky k prebranej tematike:
e Ako st definované riadkova a stlpcova norma matice?
e Dokézete zadefinovat riadkovii dominantnost matice A?

e Ako na vyuzije Banachova veta pri itera¢nom rieseni ststav linedrnych algebrickych
rovnic?

e Mozete popisat algoritmus rieSenia SLAR Jacobiho itera¢nou metédou? Ako sa
odhadne chyba aktuélnej aproximécie rieSenia?




Ulohy

Nasledujtce ststavy rieste s presnostou 0,001:

2.1. 2:172 - 41’3 + 2$4 = 5,
51 —4xo + 3x3+ 64 = —2,

xr1 +4xs — 223 + 304 = 6,

3x1 — dx0 + a3 +4x4 = 7.

[£1 = —35,5; z2 = —2,4; 73 = 9,1; w4 = 23,1]

2.2. 2x1 —4xo +br3 + 64 = —7

3rx1 — 629 +4x3 — 314 = 5,
4z + 229 — 223 + DXy = 3,
6
1

)

2:171 — X2 +31’3 —4:134 =

[21 = 1,7503; 25 = 0,2080; 23 = —0,5903; 24 = —1,1195)

2.3. r1 — 2x9 + 323 — 1204 = —4,
91‘1 — X2 + 311;’3 + 21’4 = 6,
—9z7 + 1029 — 223+ 24 = -2,
201 —x9 +8x3 — x4y = 5.
21 = 0,3771; 2 = 0,2146; x5 — 0,6180; z4 = 0,4835]
2.4. 2x1 —3x9+ 23— 12224 = 24,
x1 + 102y — 223 + 324 = 8,
1321 —xo + 323 — 4y = =5,
21 — 2x9 + 1023 + 24 = —T.
1 = —1,0795; 2 = 1,7109; x5 = 0,1179; x4 — —2,5978)
2.5. 1bxy — 2z + 33 +2x4 = 10,
ry + 1209 — 23 + 224 = —13,
2x1 —x9 + 1723 — 324 = 12,

—3x1 + 20 + 2203 — 1324 = 14.
[.731 = 0,6399; zo = —0,9003; 3 = 0,3591; x4 = —1,2386]




3. Riesenie sustav nelinearnych rovnic

V tejto kapitole uvedieme dalsie pouzitie Banachovej vety na rieSenie ststav nelinedrnych
rovnic. Newtonova metdda linearizicie sa ukazuje ako velmi efektivna aj pri rieSeni stistav
nelinearnych rovnic.

3.1. Formulacia problému

Budeme sa zaoberaf niektorymi numerickymi metédami rieSenia stustavy n nelinedrnych
rovnic o n neznamych

f(z) =0, (3.1)

kde f = (f1, f2,..., fn)T je vektorova funkcia n nezévislych premennych zi, xo, ..., .
Tato ststavu mozeme v zlozkach zapisat v tvare

fi($1,$2,...,l‘n):0, i=1,2,...,n.

Budeme predpokladat, ze vektorova funkcia f je definovand na neprézdnej mnozine
G C R™. Riesit ststavu (3.1) znamen najst vietky také body & = (Z1,%2,...,%Z,)T € G,
pre ktoré plati f(Z) = 0. Bod  nazyvame riesenim uvedenej ststavy.

Separaciou vektora & rozumieme urcenie takej ohranicenej, uzavretej oblasti D C G,
do ktorej patri jediné rieSenie Z. Pre n = 2 priblizni hodnotu bodu & = (Z;, Z2) uréujeme
oby¢ajne graficky ako stradnice priese¢nikov rovinnych kriviek fi(z1,z2) =0, fa(z1,22) =
= 0. Nech dalej D je oblast separécie.

3.2. Iteracéna metoda

Ststavu (3.1) upravime na stistavu tvaru

z =g(x), (3:2)




kde g = (g1,92,---,9.)7 a x je stcasne rieSenim ststav (3.2) aj (3.1). Vektorovy zapis
odpoveda zapisu v zlozkach

xi:gi(xlax%“'amn)v i:1,2,...,n.

Metéda je zalozena na konstrukcii postupnosti (2(¥)), kde (®) € D C G a dalsie ¢leny
postupnosti poditame podla vzorca

k) = g(:c(k)), b =12.0.,

£ j.
xng) = ¢ (xgk), xgk), .. ,x;’“)),
;L’ék-H) = gg(.’l}g_k), .’L'gk)7 000 ,;L‘ﬁlk)), (33)
x%kﬂ) = gn(azgk), xgk)7 . ,xﬁf)).

Nech mnozina D je konvexné, t. j. pre fubovolné @,y € D patria do D tiez vSetky
vektory « + t(y — x), t € (0,1).
Ozna¢me g’ tzv. Jacobiovu maticu zobrazenia g, potom

Bgl (:1:) 891 ({13) o 6g1 (iB)
81’1 ({91'2 ox
0g2(@) Oga(@)  Ogala)
gl(m) = 6%’1 31’2 an
Ogn(x) Ogn(x)  Ogn(x)
0y Oy oz,

Budeme uvazovat nasledujiice normy matice a vektora pre:

n
A =(aiy), 4,j=12,...,n je |A] :m?xz;|aij|,
=




z=(z;), i=12,...,n je || = mlax|xi|.
Plati tato veta:

Veta 3.1. Nech D C R” je neprazdna uzavreta, ohranicena a konvexna mnozina. Nech
vektorova funkcia g : D — D a funkcie g; : D — D, prei =1, 2, ..., n maja v D spojité
parcidlne derivacie prvého radu podla vSetkych premennych x1, za, ..., 2,. Nech dalej
existuje konstanta ¢, 0 < ¢ < 1 taka, ze ||g'(x)|| < ¢, x € D.
Potom stistava rovnic (3.3) mé préave jedno riesenie Z € D a pri fubovolnej volbe (®) € D
postupnost aproximacii (z*)), ziskand pomocou vztahov

24D = g(ah),

konverguje k presnému rieSeniu & ststavy (3.3) t. j. klim ) =z a platia nasledujice
— 00
odhady

& —2®) € L jja® —o®V), k=12,
—q

k
Iz —2®| < L|lz® — 2@, k =1,2,....
1-g¢q
Tvrdenie tejto vety vyplyva z Banachovej vety o pevnom bode, pricom

A=g, p(@2®) =z -2®], pa®,atD) = |z® - ).

Poznamka 3.1. Majme ststavu dvoch rovnic o dvoch neznamych
fi(z1,22) =0,

fg(l’l, 1‘2) = 0




Funkcie g7, g2 mozeme zvolit v tvare
g1(z1,22) = 21 + c1 f1(w1, 22) + cafa(21, T2),

g2(w1,2) = w2 + dy f1(21, 22) + d2 fo(w1, 22),

pricom konstanty ci, ¢z, d1, do zvolime tak, aby boli splnené podmienky vety 3.1.
Priklad 3.1. RieSme ststavu rovnic v prvom kvadrante.
filzy) =2 +4o —y* -2y —1=0,

fa(z,y) = 2* + 5y —4 = 0.
RieSenie. Nultii aproximdciu mozeme zvolit ako priblizné stradnice prieseénikov grafov
kriviek fi(z,y) = 0, fo(z,y) = 0 a to (9 = 0,5, y(® = 0,5. Vzhladom na poznamku 3.1
mozeme najst funkcie

91(z,y) =z + cfi(@,y) + cafa(z, y),

g2(x,y) = y +difi(z,y) + dafa(z,y).

Konstanty ¢; = —0,2, ¢ = —0,1, dy = 0,04, d = —0,2 zvolime ako priblizné riesenie
sustavy rovnic
(1(0) ,,(0) ((0) 4,(0)
09i(=2y®) _ o 06lay®) o o)
ox dy

Potom dalsie aproximdcie, uvedené v tabulke 3.1, dostaneme pomocou rekurentnych vzor-
cov

w(k+1) = x(k) - 0a2 fl (x(k)v y(k)) - 071 fg(l'(k), y(k))u
yFHD = ) 4 0,04 f, (x(k),y(k)) —0,2 fz(x(k), y(k)).




Tabulka 3.1: RieSenie ststavy nelinedrnych rovnic itera¢nou metédou

2 |y
0,5 0,5
0,625 | 0,75
0,6453 | 0,715

0,6349 | 0,7190
0,6375 | 0,7189
0,6370 | 0,7188

Tk (W (N (= O

3.3. Newtonova metoda

Uvazujme opit ststavu rovnic
f(xz)=o0.

Predpokladajme, ze (%) je ,dobra“ aproximécia rieSenia & rovnice f (z) =0.
Ak pre kazdé x € D, je det(f'(x)) # 0, ma dan4 ststava rovnic jediné rieSenie. Dalgiu
aproximdciu moézeme vypocitat podla vzorca

2D = g0 _ 1" (@e®)] 71 (2®)) = 2P + Az®).
Newtonova metdda je teda metdda, kde
g9(z) =z — [f'(x)] " f ().

Pre ndzornost uvedieme postup konstrukcie funkcie g(x) pre n = 2. RieSme tito sustavu




rovnic
fi(z1,22) =0,

fg(:L‘l, .%'2) = 0

Nech ) = (xl(k), (Ez(k)). Pouzitim Taylorovej vety dostavame

k k k k
FEEY ) = £i@, 2 0)+

f;(x® O (x®)
N fza(aJl )(xgk—&-l)_ RO fza(gc2 )(mgk-i-l)_ ) 4 Ry
kde i =1, 2.

Dalsiu aproximéciu dostaneme rieSenim sastavy linearnych rovnic

(k) (k)
ofi(x )(x§k+1)_x§k))+af1(m )(xék+1)_xék)):_f1(w(k))7

o1 0o
3 fa(x®) s (k)
Do) ee o0y S ooy 0
odkial dostédvame
(k)
F1(2®) fi (™)
(k+1) _ (k) _ yrr—1 OTo
Ty Zq w (k) 5
Fo(z®)) Ofa (™)
8352
Ofi(@®) ¢ iy
m;k-‘rl) _ .’Eék) _ W—l 0x1

8f2(w(k)) )
81'1 2




kde
fi(x™)  dfi(x™)

— 85(}1 8352
W = Ofs(@®)  0fs(z®) |° (3.4)
81171 (9$2

Pre ,dobru“ zaciatoéni hodnotu konverguje Newtonova metéda obycajne velmi rychlo
k rieseniu &. Podmienky konvergencie Newtonovej metddy st uvedené napriklad v (

» 1966).
Priklad 3.2. RieSme ststavu rovnic z prikladu 3.1 pomocou Newtonovej metddy.

RieSenie. Jednotlivé priblizenia vypocitame pomocou vztahov (3.4), pri¢om

20 +4 —2y—2
Wiz,y) = 2z 5

Dalsie aproximacie pre 2(?) = 0, (©) = 0, st uvedené v tabulke 3.2. Ako vidiet, Newtonova
metdda uz po dvoch iterdciach dosiahla presnost iteracnej metédy po piatich iterdciach. Na
dosiahnutie véésej presnosti by sme tu (oby¢ajnou) itera¢nou metédou potrebovali vykonat
eSte vela iteracii, pri Newtonovej metéde by sme po dalSej iteracii dosiahli pocitadovi
presnost double (rddovo 1071%).

Poznamka 3.2. V pripade n > 2 je vyhodnejsie pri rieSeni ststav linedrnych algebrickych
rovnic v Newtonovej metéde namiesto Cramerovho pravidla pouzit eliminaéni metédu.
Vektor Az®) ziskame riesenim sustavy

(™). Ax®) — —f(x®).
a dalSiu aproximéciu rieSenia ziskame z vysSie uvedeného vztahu

D) = 2B L Ag®)




Tabulka 3.2: Riesenie ststavy nelinedrnych rovnic Newtonovou metédou

k) k)

a
0,5 0,5

0,6339 | 0,7232
0,6371 | 0,7188
0,6371 | 0,7188

2(

W (=[O

Otazky k prebranej tematike:
e Ako sa rieSia nelinedrne sustavy itera¢nou metédou?
e Ako sa aplikuje Banachova veta pri itera¢nej metéde rieSenia nelinedrnych stustav?

e Aky je algoritmus rieSenia nelinedrnych ststav Newtonovou metédou?

Ulohy

S presnostou 0,01 rieste sustavy rovnic v R x R.
3.1. 2%y? —32% -6y +8=0,
2t -9y +2=0.
3.2. sinx —y =132,
cosy —x = —0,85.

[(—2,00; 2,00); (1,3508; 0,59214)]

[(1,7913; —0,34422)]




3.3.

3.4.

3.5.

(r—1,2)2+ (y—0,6)2 =1,
4,222 + 8,8y = 1,42.

22—y —1=0,
xy? —y—4=0.
e — 12 +y =0,
2?4+ 9% =4.

[(0,22684; 0, 36987); (0,53912; —0,15049)]

(—1,8437; —0,7750);
(—0,3797; —1,9636);

[(1,5020; 1,5456)]

(—1,2910;1,5275);
(1,9121;0,5865)

|




4. Aproximacia funkcii

V tejto kapitole uvedieme dve jednoduché metédy, pouzivané na aproximéaciu danych
udajov (vratane experimentalnych) pomocou teoretickych zavislosti.

V tejto kapitole sa budeme zaoberat aproximéciou, t. j. ndhradou funkcie f : A — R
pomocou funkcie g : A C B — R. Funkciu g zvolime podla toho, ¢o vieme o funkcii f.
Funkcia f moze byt zadand napriklad funkénymi hodnotami v n + 1 bodoch alebo je prilis
zloZit4 a na rieSenie danej tlohy (napriklad vypodet uréitého integralu) nevhodn4. Funkciu
g oby¢ajne hladame v tvare

g(x) = Zci - gi(z).
i=0

Za funkcie g;, i = 0,1,...,n berieme viicsinou funkcie 1, x, 22, 23, ..., alebo funkcie 1,
cos 7%, sin B, ..., cos "%, sin 7. Koeficienty ¢; ur¢ujeme na zaklade nejakého vhodného
kritéria. Podla volby kritéria dostdvame urcity typ aproximaécie.

Napriklad:

a) Interpolacna aproximécia alebo stru¢ne interpoldcia (napr. pomocou Lagrangeovho,
Cebysevovych polynémov, pomocou splajnov a pod.).

b) Aproximécia metédou najmensich Stvorcov (linedrna aj nelinedrna).

4.1. Interpolacia

Nech funkcia f je zadand svojimi funkénymi hodnotami v n + 1 bodoch, t. j. tabulkou
hodnot

7@ | 7o) | 7@ | F@) [ | T




Zékladnou tlohou interpolacie pomocou polynémov je uréif polyném P najmensSieho
mozného stupna tak, aby pre ¢ = 0,1, ..., n platilo

fO(x) = PD(z;), §=0,1,...,7—1.

Budeme sa zaoberat aproximaciami, kde 7; = 1 pre 7 =0, 1, ..., n, t. j. hladdme polyném
P najviac n-tého stupiia s vlastnostou

f(x;) =P(z;), ¢=0,1,...,n. (4.1)

Aproximaécie pri r; = 2 s struéne popisané v uéebnici ( , ) a samozrejme
v mnozstve dalSej odbornej literatury.

Poznamka 4.1. PouZitiu interpolaénych vzorcov na aproximéciu funkénej hodnoty v bode,
ktory nelezi v intervale (xg, z,,) sa hovori extrapolacia. Extrapoldcia vo vSeobecnosti je me-
nej presnd ako interpoldcia a preto je potrebné ju pouzivat velmi opatrne.

4.2. Lagrangeov interpola¢ny polynom

Funkciu f zadant v n + 1 bodoch aproximujeme pomocou polynému tvaru

n

Lu(@) =) f(x) - gi(@) (4.2)

i=0
tak, aby
L,(z;) = f(x;), i=0,1,...,n. (4.3)

Body z; nazyvame uzlovymi bodmi.

Ak funkcie g; zvolime tak, aby platilo

oy_ ) 1, prei=j,
91(%)‘{ 0. prei i, (44)




t Ly (z)

Yo Y1 Y2 §y3 Yn—1 yn ()

o il T X3 TBpp—11 Tpp az

Obr. 4.1: Interpola¢né podmienky

bude podmienka (4.3) splnen4.
Je zrejmé, ze polynémy g; nadobudaja nulové hodnoty v bodoch zq, 1, x2, ..., T;—1,
Zit1, .- -, Tp a preto ich moZeme zapisat v tvare
gi(x) = Ci(z—ax0)(@—21) .. . (x — 2i1) (@ — Xig1) .. . (B—Tp),
kde C; je redlna konstanta.

Konstantu C; vypoéitame z podmienky g;(z;) =1, t. j.

(x—20)...(x —xi—1)(@ —miy1) ... (x — )
Ty — fllo) 55 (ZEl — a:i_l)(:ri — xi+1) 55 (ZEl — il?n)

gi(z) = (

pre i =0, 1, ..., n. Potom polyném L, (z) ma tvar

n

Lo(z) = Z (x(zm_—;(c)(;) (z—zi) (@ —2i41) .- (T — 2p) F(e),

i—o (.T)Z —xi_l)(xi —$i+1)...($i —Z‘n)




¢o mozeme zapisat tiez takto

L@=% I G=350e (45)

i #

Ak x € (29, 2p), potom f(z) modzeme vypocitat pomocou nasledujiceho algoritmu:

VStup: N, Ty, Loy, L1y --.5 Ty, f(xO)a f(ml)a ccog f(xn)
L, =0;
Prei=0,1,...,n
G=1;

Pre =0,1,...,n
Aki#j, G =G (z—a;)/(i - x5)
Vystup: f(z) = Ln(x)

Priklad 4.1. Nech st zadané hodnoty funkcie f : (1,4) — R tabulkou:
z [|[1]2] 4
f($)||1|4|16'
Nahradme funkciu pomocou polynému Ls(z) a vypoéitajme priblizntt hodnotu funkcie
f v bode z = 3 pomocou Ly(3).

Riesenie. Pre n = 2 mame
(z — o) (z — 21)
(z2 — o) (w2 — 71)

(z = z0)(z — 72)
(1 — @o) (21 — z2)

o) = (@) (@ —z2)
) = (o — z1)(z0 — 2)

“f(zo) + fz1) + - f(z2).

Vzhladom na zadané hodnoty dostdvame

3-2@B-4 , GB-1HB-4

Ly(3) = 1—-2)(1—4) 2-1)E-4 " @d-1)4-2)




Zadané hodnoty funkcie f(z) mozu byt napriklad hodnoty funkcie f(r) = 2%, v takom
pripade je L2(3) presnou hodnotou funkcie f v bode 2 = 3.

Lagrangeov interpola¢ny polyném pouzijeme, napriklad, ak chceme pre nejakt hodnotu
x*, ktora sa nachédza medzi uzlovymi bodmi x;, uréit jej odpovedajicu ,rozumnt“ hod-
notu y*. Mozny je aj opac¢ny pripad, ak pre nejaki hodnotu y*, ktora sa nachadza medzi
uzlovymi hodnotami y; chceme urcit odpovedajicu hodnotu z*. Teda vlastne chceme rie-
§it rovnicu f(x) = y*, pre ,hypoteticku zavislost“ dant funkciou f(z). Pomocou inverznej
funkcie f~! (ak by existovala), by sme dostali z* = f~1(y*). V tejto situdcii st mozné dva
pristupy k uréeniu hodnoty z*, ktoré mozu viest k roznym vysledkom:

1. Uréime Lagrangeov interpolaény polyném L, (z), a potom namiesto rovnice f(x) =
= y* rieSime algebricki rovnicu L, (z) = y*.

2. Inverznt funkciu f~!(y) interpolujeme pomocou tzv. inverzného Lagrangeovho po-
lyndmu, ktory ozna¢ime L, 1(y) a pribliznt hodnotu z* uréime ako z* = L, (y*).
Tento postup je casto jednoduchsi. Vzorec pre inverzny Lagrangeov polyném ziskame
jednoduchou vymenou premennych = a y vo vzorci (4.5):

L' (y) =Z

n
=0 7

- Y —y)
1 =y (%9)
iF#

Priklad 4.2. Vypoditajme priblizntt hodnotu , pre ktoru funkcia dané tabulkou

z] -3]-2] 0] 1
yll 4] 3]-1]-5

nadobtda hodnotu —3 (priklad je uvedeny v ( ,

))-




RiesSenie.

o (=3—3)(=3+1)(=3+5)
vl Y= Ty @ nar s
(=3 — 4) (=34 1)(=3+5) (=3 —4)(—3—3)(—3+5)
B Y SR T W S ey G Y G -
3 4)(3-3)(-3+1)
S e e ~ 0841666

Poznamka 4.2. Inverzny Lagrangeov interpola¢ny polyném L. !(y) nie je inverzna funk-
cia ku funkcii L, (z), ktord najcastejsie nie je rovna polynému!

4.3. Chyba aproximacie funkcie pomocou Lagrangeovho interpo-
la¢ného polynému

Nech zp < 21 < --- < x, st uzlové body interpolicie v intervale [ a funkcia f: I — R
mé v kazdom bode intervalu I deriviciu rddu n + 1. Urobime odhad rozdielu f(x) —
— L, (z), z € (x0,2y), kde L, je Lagrangeov interpola¢ny polyném, odpovedajtci funkcii
f a uzlovym bodom z;, i =0, 1, ..., n.

Zavedieme nasledujice oznacenie

n

Rn(z) = f(z) — Ln(z), wnt1(z) = H(x — ;).

i=0
Z vlastnosti polynému L, (z) dostavame
Rn(z;) = f(zi) — Ln(xz;) =0, i=0,1,...,n.
Uréme K (z) tak, aby Ry (z) = K(z)wnt1(z). Nech funkcia F': I — R je zadana vztahom
F(t) = £() — Ln(t) — K(@)wn11(0).




Polyném L, (t) je najviac n-tého stupna, teda LS:H_I)(t) = 0. Polyném wy11(t) je stupiia n + 1 s ko-

eficientom 1 pri najvyssej mocnine, teda wf:fll)(t) = (n + 1)! a dalej vzhladom na vlastnosti funkcie f

dostavame
FOAD (@) = f0tD (1) — K(z) - (n+ 1)

Pretoze F(z;) =0,:=0, 1, ..., n existuje taky bod ¢ € (zo,zn ), Ze
Ft)(g) =0, t. j.

0=fC*D(E) ~ K()- (n+ 1)

Odtial dostéavame

_ fr ()
K@) ="
Potom
(n+1)
F(2) = Ln(z) = f(nfl()f)ww@).

Nech f("*1)(z) je ohrani¢ena na I, t. j. existuje konstanta M, ; € R také, Ze
M, 11 = max |f"FD(z)].
zel
Potom, ako to vyplyva z vyssie uvedeného, moézeme odhadnit velkost absolutnej chyby,

ktorej sa dopustime, ak nahradime funként hodnotu f v bode z hodnotou interpola¢ného
polynému v tom istom bode pre lubovolné x € (g, x,) takto:

Mus1
|f(z) = Ln(2)| = ﬁwnﬂ(m”-
Poznamka 4.3. Vsimnime si, Zze vyberom uzlovych bodov xg, 21, . . . , 2, mdZeme ovplyv-

nit m(a;i> |wn+1(z)|. Touto tlohou sa v 19. storoéi zaoberal Cebysev. Optimélne uzly pre
x

)

rozne n st nulové body Cebysevovych polynémov.




4.4. Metoda najmensich stvorcov

Aproximécia pomocou interpola¢nych polynémov mé niektoré vyhody (fahko sa daji zkon-
Struovat a je uréitd moznost odhadu chyby aproximaécie), avSak hodnoty aproximovanej
funkcie f(z;), 4 = 0, 1, ..., n musia byt zadané s vysokou presnostou. Ak hodnoty boli
zaokrtuhlovania. Okrem toho pri experimente méZeme merania opakovat pre ta istt1 hod-
notu premennej x. Je zrejmé, ze v tomto pripade obydajne nemézeme zarucit, aby boli
splnené podmienky interpolacie. V tejto ¢asti nebudeme predpokladat, Ze aproximujtca
funkcia v bodoch z;, i = 0, 1, ..., n nadobuda presné hodnoty f(z;).

Nech namerané tabulkové hodnoty (x;,v;), ¢ =0, 1, ..., n st vyjadrenim zévislosti =
a y, kde x; st zvolené hodnoty pri ktorych sme robili merania a y; je namerana hodnota
funkcie f(z) v bode x;, i = 0, 1, ..., n. O zavislosti medzi = a y predpokladajme, Ze je
linedrna. Aproximujicu funkciu budeme hladat v tvare

o(x) = ag + aqz,

kde ag, a1 € R s nezname konstanty.
Z mnoziny vSetkych linedrnych funkcii

Vi ={ao+ a1x|a; e R,i=0,1},

chceme najst t11, ktord najpresnejSie aproximuje funkciu zadanti pomocou tabulky jej na-
meranych hodnét.

Predpokladajme, ze hodnoty f(x;),7 =0, 1, ..., n boli namerané s ,priblizne* rovnakou
presnostou. Koeficienty a, a} vypocitame tak, aby stdet stvorcov d?, i =0, 1, ..., n bol
najmensi, t. j.

n
S(ag, ay) = Z[GS + ajz; — y;)* = min S(ao, a1),
=0




o 1 aBg az

Obr. 4.2: Aproximéacia pomocou linearnej funkcie

kde

n

S(ap,a1) = Z[ao + a1z — yil?.
=0

Ostré lokdlne minimum funkcie S moze nastat v bode (ag,a;), v ktorom st nulové

oS

parcialne derivacie —, —, t. j.
8a0 8@1

n

22[(10+a1$i—yi]'1:0, 22[a0+a1$1‘—yi] .’EZ:O

Po tprave dostdvame ststavu rovnic, ktorej rieSenim s ag, aj, t. j.

n n n n n
ao(n—l-l)—i-alei:Zyi, aozxi+alz$$zzmi:‘/i-
=0 =0 =0 =0 =0

D4 sa ukazat, ze v bode ag, a} funkcia S(ag,a;) nadobida ostré lokdlne minimum.




Predpokladajme, Ze presnost experimentu pre vSetky hodnoty z;, i = 0, ..., n nie je
rovnaka. Kazdej hodnote y; priradime v zavislosti na presnosti ur¢ita vahu v; > 0,7 =0, 1,
..., n. Ak st zndme rozptyly merania v bodoch z; je vhodné volit vahy v; ako prevratené
hodnoty tychto rozptylov. Hodnoty v; moZeme uréit tiez na zéklade sktisenosti s presnos-
tou meracej aparatiry pre rozne hodnoty premennej z, pricom hodnotdm y; nameranym
s vii¢Sou presnostou sa priradi vicsia vaha, obycajne v; > 1 a ostatnym v; = 1. V pripade,
ak sa zaujimame o najmensiu relativiu odchylku, mozeme pouzif vahy v; = 1/y?.

Postup, ktory sme ukdzali pre linedrnu zavislost hodnoét z a y, teraz zovseobecnime.

Ozna¢me M = {zg,x1,...,%n}. Nech k je celé ¢islo a po(z), v1(z), ..., pr(z) je systém
linearne nezavislych funkcii na mnozine M. Za triedu V}, aproximujicich funkcii vezmeme
mnozinu ich linedrnych kombinécii, t. j.

Vie = {aopo(z) + arp1(z) + - - + appr(z)|a; €R, i=0,1,...,k}.

Uloha aproximovat funkciu f funkciou

k
o(x) = Zajgoj(x) pre x €1 = (xg,z,)
j=0

metédou najmensich stvorcov spociva v urceni takych realnych koeficientov ag, aj, ..., af,
ktoré minimalizuji funkciu

n

S(ao, a1,...,ar) = Z[SO(%) — i]*0; = 8%(p),

=0

kde 0(i) je tzv. kvadratickd odchylka.

Koeficienty ag, aj, . . ., a; mozeme urcit podobne ako pri aproximécii pomocou linedrnej
funkcie, t. j. rieSenim sustavy rovnic
oS

= =0 i =0,1,...,k
6(1]‘ b .7 b




Odvodime suistavu rovnic pre pripad k = 2:

n

S(ao,a1,a2) =Y v; - [aopo(®:) + arpr (w:) + azpa(@:) — vl
=0

aS -
== QZ'UZ‘ “laopo(wi) + arp1(x:i) + azpa(w:) — yil - po(wi),

0a0 _

95 _ 3§ v, aapolen) + axen(ae) + axpa(@) — - a
(9(11_ 2 i 0o (T 191 (T4 2P2(T; Yi| - P1\Zi),
%—2iv~[a (@) + avp1(@:) + azpa(@i) — 9l - a(ai)
By ~ 22 v [aupo(i) & arpa (i) + aapa(@:) — 4l - alo)

Tieto parcidlne derivacie sa rovnaju nule prave vtedy, ak plati:

ao - > vipo(x:)eo(z:) + a1+ Y vipr(z)po(@:) + az - > vipa(z:)po(:) = Y viviwo(ws),
i=0 =0 i=0 i=0

a0 - Y vipo(@:)e1(@i) + a1 - Y vipr(@:)ei(@i) + a2 - Y vipa(i)ei(@i) = Y vigier (i),
=0

1=0 =0 1=0
n n n n
ao - Zviwo(mi)wz(mi) +ag - ZU'LSOI (zi)p2(xi) + a2 - ZUiSOQ(CEi)(PQ(xi) = Zviyi@Z(xi)-
i=0 i=0 i=0 i=0
Ak pouzijeme tzv. diskrétny skalarny sacin realnych funkcii s vahami v; na mnozine




tak sa ziskany systém da zapisat jednoduchsie (usporiadant n-ticu hodnét y; oznacime y):

(o, 0) (wo,01) (w0, ¥2) ao (¥, ¥o)
(p1,0) (p1,01) (p1p2) || a1 | = | (¥:91) (4.7)
(p2,00)  (02,01) (p2,92) as (Y, p2)

Vidime, ze ,optimdalne koeficienty“ ag, ai a a3 urcime rieSenim sastavy linedrnych
rovnic (4.7). Je to dosledok toho, Ze zavislost funkcie p(x) od koeficientov ag, a1 a as
je linedrna. V tomto pripade hovorime o linedrnej metode najmensich stvorcov. Ak je
spominand zavislost nelinedrna, podmienky nulovosti parcidlnych derivacii odchylky vedu
na systém nelinearnych rovnic.

Najcastejsie sa v praxi pouzivaji aproximacie pomocou systémov

1, =, ..., 2", (4.8)

1, cos H, sinﬂ, e cosn—m, sinn—m (4.9)
l l l l

a v = 1. Vdaka jednoduchosti polynémov z sa stistava rovnic (4.7) d4 lahko zostavit.
Riesenie takejto ststavy pre velké k je vSak dost pracné, naviac je matica ststavy (4.7)
zle podmienend a vysledky mozu byt zatazené netinosne velkymi chybami. Aby sme sa
diastocne vyhli spomenutym tazkostiam, je vyhodné uvazovat ortogondlny systém funkcii
©0, Y1, ---, pn vzhladom na vdhova funkciu v. Napriklad systém (4.9) je ortogonélny
na intervale (—[,l) pre vdhova funkciu v = 1. Ak g, ¢1, ..., @k je lubovolnd linedrne
nezavisla (k + 1)-tica polynémov, mézeme z nej utvorit (k + 1)-ticu ortogonalnych poly-
némov, napriklad pomocou Schmidtovho ortogonaliza¢ného procesu. Pre rozne intervaly a
isté vahové funkcie mozeme zkonstruovat napriklad: Cebysevove, Legendreove, Laguerrove,
Hermitove, Grammove polynémy.




Priklad 4.3. Funkciu, dant tabulkou

z |02 03 [05]07 |08|1 |11
vi || 3,45 | 3,54 | 4,1 | 4,35 | 4,6 | 5,05 | 5,14 ’

aproximujme, v zmysle metédy najmensSich Stvorcov, polynémom prvého a druhého
stupna.

Riesenie. Uvazujme najprv aproximaciu pomocou linearnej funkcie
o(z) = ag + a1z.

Za béazu priestoru V3 moézeme vziat funkcie 1, z a vdhova funkciu v = 1. Sustava
normalnych rovnic (4.7) mé tvar

ao(po; o) + a1(po, p1) = (%0, ), (4.10)
ao(p1, o) + a1(p1, 1) = (¥1,9),

kde pg =1, 1 = x. Niektoré kalkulacky maji uz priamo zabudovany vypocet koeficientov
ag, a1. Ak nemame takito vypoctovi techniku, potom je vhodné pouzit schému, uvedent
v tabulke 4.1. Vzhladom na hodnoty uvedené v tabulke, ststava (4.10) bude mat tvar

Tao + 4,6a; = 30,23,

4,6a0 + 3,72a1 = 21,231.

RieSenim tejto ststavy dostavame ag, aj, teda
©* =3,03135 + 1,9588x.
Podobne postupujeme pri aproximécii pomocou funkcie

o(z) = ap + a1z + asx?.




Tabulka 4.1: Pomocné hodnoty pri vypocte matice ststavy

T Yi x? iy | (@) | (o* (i) — 3:)?
01 02| 3,45 0,04 | 0,690 3,423 0,001
1103 3,54 0,09 1,062 | 3,619 0,006
2705 | 4,10 || 0,25 | 2,050 | 4,011 0,008
3| 0,7 | 4,35 0,49 | 3,045 4,403 0,003
40,8 | 4,60 || 0,64 | 3,680 | 4,598 0,000
51,0 | 5,05 || 1,00 | 5,050 | 4,990 0,004
61,1 514 || 1,21 | 5,654 | 5,186 0,002

46 | 30.23 || 3,72 | 21,231

Uvazujeme

wo =1, p1 =2, <p2=:t2, v=1.

Zo sustavy (4.7) dostdvame ststavu rovnic
n n n
Z Z 2 Z
ao(’I’L + 1) + aq Z; + ag Tr; = Yis
=0 i=0 =0
n n n n
2 3 _
aoE $¢+G1E xi+a2g 501'—2 ZilYi,
i=0 i=0 =0 i=0
n n n n
2 3 4 2
aOExi+a1§mi+a2Exi:§miyi~
=0 =0 =0 =0

Potom pre zadané tabulkové hodnoty dostavame

Tao + 4,6a1 + 3,72a2 = 30,23,




4,6ag + 3,72a1 + 3,42a5 = 21,231,
3,72a9 + 3,42a1 + 3,186a2 = 17,8265.
RieSenim stistavy dostavame af = 3,4033, aj = 0,61756, a5 = 0,9586.

Potom

o(z) = 3,4033 + 0,61756z + 0,958622.

Poznamka 4.4. Postup, uvedeny vyssie, méZeme pouZit aj pre nelinedrne funkéné zavis-
losti, ktoré sa daju vhodnou formou pretransformovat na linedrne. Pre funként zavislost
zadanu tabulkou jej hodnot (z;, ;) a aproximujticu funkciu

p=A- e

konStanty A, o uréime takto:
Logaritmovanim dostavame

Inyy=InA + ax.

Ak oznacime y; = In);, In A = ap, a = a1, mdzeme na vypocet koeficientov ag, a; pouzit
sustavu rovnic (4.10). Potom A = e®.

Poznamka 4.5. Je potrebné si uvedomit, ze hoci linearizéciou dostdvame rozumni ap-
roximaciu, nemusi to byt optimélna aproximécia v zmysle povodnej nelinearnej zavislosti.




Otazky k prebranej tematike:

e V ¢om spociva tloha interpolacie pomocou polynémov?

e Aky tvar m4 Lagrangeov interpolaény polyndm pre $tvoricu bodov (z1,y1), (@2, y2),
(3,y3) a (24,4)?

Aky je vzorec na odhad chyby Lagrangeovej interpolacie pre zndmu funkciu f(z)?
Na akom principe je zalozena metéda najmensich Stvorcov?

Aky tvar ma sustava linedrnych algebrickych rovnic v pripade linearnej metédy

najmensich Stvorcov?

Ulohy
4.1. Urcte Lagrangeov interpolacny polyném pre funkciu dana
tabulkou
i |0]2]3]5
v |1]3]2]5 [323/10 — 1322 /6 + 62x/15 + 1]
4.2. Zostrojte inverzny Lagrangeov interpolaény polyném pre tabulku
T |12 4
v [ 1]4]16 [(—y? + 35y + 56)/90]




4.3.

4.4.

Pomocou metédy najmensich Stvorcov aproximujte funkciu
f (dant tabulkou), polynémom najviac k-teho stupiia:

ml|-2]-1] 0[1] 2] 3

v | VN e R I N
o || 2| 1] -1 o] 1| 1 _
b = Toi8 (139 | 143 59| 1o =22 *~ L
|| 15|07 -0.2| 04| 09| 13| 18

o 125,52 7,83 3,39 4,62 11,11 19,91 35,45 ’
a) 222 + 3,1428571z — 1,571428; b) —7,9954x + 5,96818;
¢) 10,015622 + 0,0113z + 2,9817

Metédou najmensich stvorcov aproximujte polynémom najviac
druhého stupnia funkciu f danu tabulkou

z |05 1] 3] 6| 12

2
yi | 04 | —1,8 | -39 | —24,1 | —834 1,08 1,28z — 0,337




5. Numericky vypocet uréitého integralu

Priblizny vypocet integralov patri medzi Standardné tlohy numerickej matematiky, pou-
ziva sa ako ¢iastkova tloha pri rieSeni inych iloh. Uvedieme len najjednoduchsie metédy.
V literatire st popisané mnohé dalSie, omnoho efektivnejSie najmé pre Specialne triedy
funkcii. Opisané metédy umoznia ¢itatelovi lepsie pochopit zdklady numerického rieSenia
diferencialnych rovnic.

Budeme sa zaoberat numerickymi metédami vypoctu

[ rwa

kde a < b st redlne ¢isla (pricom ide o Riemanov integrél) a predpokladdme, Ze funkcia
f:{a,b) — R je integrovatelna na (a, b).
Interval I = (a,b) rozdelime na n intervalov rovnakej dizky uzlovymi bodmi

a=20<x1 < < Tp_1 <Tp=2>b,

_ h—
kde x; =x9g+i-h,i=0, 1,...,nah:u= ajekonétantnykrok.
n

n
Nech pre prirodzené ¢isla s a ny plati n = s - n;. Budeme uvazovat len pripady s = 1,
n=mn1as=2 n=2np. Z vlastnosti urcitého integralu dostavame

T, xo+sh xo+2sh Ty
f(z)dz = (z)dx + (x) dm+-~-+/ f(z)dz. (5.1)

T To xo+sh o+(n1—1)sh

xo+sh
Budeme sa venovat len pribliznému vypodétu / f(x)dz, pricom uvedieme tzv.

zo
elementérne vzorce, vztahujlce sa na interval (xg, z¢ -+ sh). Vzorce sa daju ziskat napriklad
integrovanim interpolac¢nych polynémov.




Uvazujme najprv pripad s = 1, a teda interval (g, xo + h) = (o, z1). Ak na tomto in-
tervale budeme aproximovat funkciu f(z) Lagrangeovym polynémom prvého stupiia s kraj-
nymi uzlovymi bodmi xy a x1, dostaneme pribliznii hodnotu

[ f@ e [ Liizom) = - [feo) + fa)] = L

Toto je elementarne pravidlo (vzorec) tzv. lichobeinikovej metddy.

V pripade s = 2 bude interval (zg, zg + 2h) = (2o, z2). Ak na tomto intervale budeme
aproximovat funkciu f(z) Lagrangeovym polynémom druhého stupiia s uzlovymi bodmi
To, T1 a Ty, dostaneme priblizni hodnotu

b o) + 4 (o) + )] = S,

X2 T2
/ f(z)dz ~ / Lo (7520, 21, 72) =
o o

Toto je elementarne pravidlo (vzorec) tzv. Simpsonovej metédy.

Poznamka 5.1. Podobne sa d4 postupovat pri zvySovani éisla s pouzitim interpola¢nych
polynémov vyssSieho stupiia. Presnost sa dé zvySovat aj vhodnejSou volbou uzlovych bodov,
ako je ich rovnomerné rozloZenie — optimaélne rozlozenie sa dosahuje pri tzv. Gaussovych
kvadratarach.

Ozna¢me My a My horné odhady druhej a Stvrtej derivéacie na intervale (a, b):

M, > max |f® ()], My = max |f@(z)].
z€(a,b) x€(a,b)

Dalej oznac¢ime L(n) a S(n) (v tomto pripade musi byt n = 4 parne) vzorce, ktoré vznikni
suctom vyssie uvedenych zakladnych vzorcov na zéklade vztahu (5.1). MoZeme napisat:

b n—1
f(z)dz ~ L(n) =h- M—FZ]‘(@) ; (5.2)

a i=1




n/2 n/2—1

b
h
/ f(z)dz =~ S(n) = 3 fla)+ f(b) +4- Zf(a:zi_l) +2- Z flza)| . (5.3)
@ i=1 i=1
Chyby jednotlivych metéd pri pocte deleni n oznacime

b
Ru(n) = L(n) — / (@) da,

b
Rs(n) = S(n) — / (@) da.

Pomocou vzorcov na odhad chyby Lagrangeovej, resp. Jacobiovej interpolacie sa daja
odvodit horné odhady chyb uvazovanych metdd:

a) pre lichobeznikovii metédu pre krok h, resp. pre pocet deleni n

b—a (b — a)® M,
< 2 <Xz 7/ Tre
|RL(n)| =19 MQh ; Tesp. |RL(n)| = 1212 ) (54)
b) pre Simpsonovu metédu pre krok h, resp. pre (parny) pocet deleni n
b— b—a)M.
(Rs(m)] £ 2Casnt, resp. |Rg(m) < UM (5.5)

180 180n4
Vidime, ze v pripade hladkijch funkcii mozeme zvySovanim poctu deleni n Tubovolne zmen-
sovaft horny odhad chyby, a teda méZeme zabezpecit lubovolnii presnost numerického vy-
podétu integrdlov (samozrejme, za predpokladu presného vypoétu funkénych hodnot a vzor-
cov).




V pripade, ak zaddme pozadovani presnost vypoctu e, zvolime pre pouzitii metédu
také velké m, aby bol horny odhad chyby mensi ako e. Tym automaticky zabezpeéime, Ze
aj chyba danej metddy bude mensia ako &, teda zabezpedime pozadovanii presnost.

Na vypodcet integralu pomocou Simpsonovej metédy moézeme pouzit napriklad tento
algoritmus:

Vstup: a, b, f(z), N-parne
h=(b—a)/N
S = fla)+ f(b)
=1, x=a
Prej=1,2,...,N—1

r=z+h
S=S+B+19)f(z)
1= —1

S =hS/3

Vystup: integral = S.

Priklad 5.1. Vypocditajme pomocou lichobeznikove] metédy a Simpsonovej metédy,
s presnostou e = 0,01

1 2
/ e’ dz.
0

RieSenie. Na urcenie kroku h (po¢tu deleni n) pouzijeme vztahy (5.4), resp. (5.5). Pre
f@)=e je

"(x)| £ 6e = My, ) @ (2)| < 76e = My.
Orgagllf()l_ e 2, Tesp Orggllf (z)| = 76e = M,




Po dosadeni do vztahov pre horné odhady a po porovnani s presnostou ¢ dostdvame pre
lichobeznikovii metédu h < 0,086 (n > 11,66), resp. h < 0,31 (n > 3,27) pre Simpsonovu
metdodu.

Teda pre lichobeznikovii metédu mozeme zvolit n = 12, éize h = 1/12. Dostévame

1 0 1
L(12) = /&2 il = % [# e/ g (11127 14658,
0

Pre Simpsonovu metédu pri n = 4, h = 0,25 dostavame hodnotu

0,25

S(4) ==

[e”+e' + 4(e@25)° 4 6(0.75)%) 4 96(0:5)°] ~ 1,4637.

Otazky k prebranej tematike:

e Aky je vzorec lichobeznikovej metédy a ako odhadneme jej chybu, ak interval roz-
delime na n casti rovnakej dlzky?

e Aky je vzorec Simpsonovej metddy a ako odhadneme jej chybu, ak interval rozde-
lime na n casti rovnakej dlzky?

e Ako postupujeme pri numerickom vypocte uréitého integralu, ak mame zadanu
pozadovant presnost vypoctu?

Ulohy

V tlohach 6.1 — 6.3 vypocitajte f: f(z) dz lichobeznikovou metédou a odhadnite chybu
vypoctu:




1,3 dx
5.1. / L A—— | [0,40419]
o7 (222 +0,3)1/2

1 .
5.2. / 2T 4w, n=10. [0,746402]
02 T
%
5.3. /(1+c052x)1/2dx, n = 10. [1,9101]
0

V tlohéch 5.4 — 5.6 vypocitajte f; f(z) dz Simpsonovou metédou a odhadnite chybu
vypoctu:

2
5.4. / et/?dz, n=4. [2,0207]
1
5.5. / * sin(z?)de, n=4 [0,8285]
0
1,2
5.6. / In(1+2?)dz, n=6. [0,4225]
0

V tlohéch 5.7 — 5.9 s danou presnostou vypoditajte f: f(z)da.
a) lichobeznikovou metédou
b) Simpsonovou metédou.

1
d
5.7. / —xg, e = 0,0005. [a) n =12; 0,83521; b) n =4; 0,83579]
o 1+w
10
5.8. Vzdz, &=0,05. [a) n = 18; 20,408093; b) n = 10; 20,414311]

1

1
5.9. / cos(z?)dz, &= 0,005. [a) n =9; 0,90279277; Db) n = 4; 0,90450127]
0




6. Numerické riesenie obycajnych diferencialnych rov-
nic a ich sustav

Mnohé fyzikalne a technické problémy sa riesia pomocou diferencalnych rovnic. V zaklad-
nom kurze matematickej analyzy sme Studovali niektoré Specidlne triedy diferencialnych
rovnic, ktoré vieme riesit pomocou elementarnych funkcii. Len pomerne malo diferen-
cidlnych rovnic je takych, pre ktoré vieme néjst presné riesenie. Preto je velmi casto
nutné najst ich priblizné riesenie. V tejto kapitole struéne popiSeme len najjednoduchsie
metddy, medzi nimi ¢asto pouzivani Rungeho-Kuttovu metddu 4. radu.

6.1. Formulacia zaciato¢nych tuloh

V tejto kapitole sa budeme zaoberat problematikou numerického rieSenia tloh so zacia-
toénymi podmienkami pre obycajné diferencidlne rovnice. Takou tlohou pre sustavu n
diferencialnych rovnic prvého radu

y;_ = fl(xay17"‘7yn)7

y/2 = f?(xayla"')yn)a

..................... (6.1)
y;z = f’n(xa Yi, - .- 7Z/n),
x € {a,b),

budeme rozumiet hladanie n funkcii 41,2, ..., ¥y, premennej x definovanych, spojitych a

spojite diferencovatelnych v intervale (a, b), ktoré vyhovuja rovniciam (6.1) a dopliiujicim
zaciatoénym (tzv. Cauchyho) podmienkam

yl(xo) = Y10, ?J2(360) = Y20, ---, yn(xo) = Yno; (6-2)




kde y = (10, ¥20, - - -, Yno) " je dany n-rozmerny vektor a o je pevne zvoleny bod z intervalu
(a,b).

Poznamka 6.1. Casto sa vyskytuju tlohy néjst riesenie ststavy (6.1), ktoré vyhovuje
dopliiujiicim podmienkam vo viacerych bodoch intervalu (a,b). V tomto pripade hovorime
o okrajovych podmienkach.

Aplikécie vedu ¢asto ku Cauchyho tulohe pre diferencidlnu rovnicu n-tého radu tvaru

™ = f(z,y,9,...,y"D),

so zaciatoénymi podmienkami

Y

¥ (z0) = o, 1=0,1,...,n— 1.

Tento poblém moézeme pretransformovat na tlohu (6.1), (6.2). Zavedenim novych fun-
keii predpisom y1 =y, y2 = v, ys = y”, . .., Yn = y" 1 dostévame ststavu diferencidlnych
rovnic

Y1 =Y,
y/2 = Y3,
/
Yn—1 = Yn;
y:z = f(x7yl7y27 oo 7yn)a
so zaciatonymi podmienkami
y1($o) = Yoo, y2($0) = Yo, ---, yn(xo) = Yn—1,0-

Pri popise jednotlivych metdd sa budeme zaoberat obyc¢ajne jednou diferencialnou rov-
nicou

y'(2) = f(z,y(@)) (6.3)




so zacCiatoénou podmienkou

y(z0) = Yo. (6.4)

Ak prejdeme vo vztahoch (6.1), (6.2) k vektorovému vyjadreniu a ak zavedieme ozna-
Cenie

Y= [ylva,"'ayn]T7 f = [fl;f27~-,fn]T = f(mvy),

Yo = [y10,y20, 000 7yn0]T,

mozeme sustavu (6.1) so zaciatoénymi podmienkami (6.2) zapisat v tvare
y'(x) = fz,y(@),  y(zo) = yo. (6.5)

Poznamka 6.2. K preneseniu vysledkov, ktoré budi formulované pre tlohu (6.3), (6.4),
na ulohu (6.5) staéi obycajne od oznaceni y a f prejst k vektorovym oznaceniam y a f.
7 matematickej analyzy vieme, ze ak funkcia f je spojitd v obdlzniku

D={(z,y)|zo—aSz<z0+a, yo—bSy<yo+b}

(teda existuje taka konstanta M, Ze plati |f(x,y)| < M pre (z,y) € D) a funkcia f spliia
Lipschitzovu podmienku vzhladom k y na oblasti D, teda existuje takd konstanta L, Ze
plati

F(@,0) = f(a,uw)| £ Llv—u| pre vietky (z,u) € D, (z,0) € D,

potom existuje prave jedno riesenie diferencidlnej rovnice (6.3), ktoré spliia zaciatocnii
podmienku (6.4) a je definované na uzavretom intervale (xg — h, 29 + h), kde

. b
h—mln{a,M}.




Poznamka 6.3. Podobne moézeme formulovat podmienky o existencii a jednozna¢nosti
rieSenia sustavy diferencialnych rovnic.

Poznamka 6.4. V pripade diferencovatelnosti funkcie f na D mozeme Lipschitzovu
podmienku nahradif silnejSou podmienkou ohranic¢enosti parcialnej derivacie

0
o) <x
dy
na D.
Pri numerickom rieseni tlohy (6.3), (6.4) aproximujeme funkéné hodnoty riesenia v uzlo-
vych bodoch a = g, z1, ..., , = b. Pre jednoduchost pouzijeme ekvidistantné hodnoty,
t. j.

r; =x9+1-h, 1=0,1,...,n,

kde h je konstanta, ktort nazyvame integra¢nym krokom.

Pre presné riesenie zacdiato¢nej tlohy v bode z; budeme pouzivat oznacenie y(x;) a jej
priblizntt hodnotu budeme oznacovat y;.

Aproximacia y;4+1 sa pocita z hodndt priblizného riesenia, vypocitanych uz v predcha-
dzajacich uzlovych bodoch. Metéda, ktora k tomuto vypoctu pouziva k hodnét y;i1—g,
.., Yi—1, Y; sa nazyva k-krokova metdda. Ak je k > 1, je to wviackrokovd metdda.

V priebehu vypoctu vznikaja dva druhy chyb. St to chyby metddy, tzv. diskretizacné
a chyby zaokrtihlovacie. Diskretizacné chyby posudzujeme lokélne a globélne.

1. Nech ¢ je riesenie Cauchyho tlohy vy’ = f(z,y), y(z;) = y;. Dalej nech y;;1 je
hodnota, vypocitand danou metédou v bode z; 1. Potom lokdlnou diskretizacnou chybou
rozumieme

di = J(@it1) — Yit1.
2. Globdlnou diskretizacnou chybou v uzle x; nazyvame

ei = y(x:) — i,




kde y(x) je rieSenie Cauchyho ulohy vy’ = f(z,v), y(zo) = yo a y; je hodnota uréend
numerickou metédou po i-tom kroku.
Hovorime, ze numerick4d metéda na rieenie danej tlohy je konvergentnd, ak pre h — 0%,
e; — 0 pre vsetky i =1, 2, ..., n.
Rddom numerickej metody na rieSenie Cauchyho tlohy rozumieme najvicsie celé ¢islo p (adaj charak-
terizujici kvalitu aproximécie presného riesenia), pre ktoré plati vztah
i Sk, (dn = O(RPTY)), (6.6)

kde c je ista kladna konstanta.

Poznamka 6.5. Pre globélnu diskretiza¢na chybu plati priblizny odhad

|e,—| ~ K hP.
Ak pouzijeme tu istd metédu s poloviénym krokom je
h\? 1
e I I P
lei]| = K (2) 2pKh (6.7)

(kde K je opit ista kladna konsStanta), teda globalna diskretiza¢nd chyba sa zmensi 2P krat. Presnejsi
odhad je uvedeny napriklad v praci ( s .
Ak konstanty ¢, K vo vzorcoch (6.6), (6.7) pozname, alebo vieme urobit ich odhad, jedna sa o odhad
chyby. Ak vieme iba, Ze také konstanty existujt, dédva vzorec (6.7) iba informéciu o rychlosti konvergencie.
U konvergentnych metéd mame teoreticky zabezpecené, Ze pri volbe malého kroku h budt aproximécie
yi, t =1, 2, ..., dostato¢ne blizko k presnym hodnotam y(z;), ¢ = 1, 2, .... Pri zvié¢Sovani poétu deliacich
bodov sa zviésuje podet aritmetickych operécii a tym sa zvicsuje zaokruhlovacia chyba.

6.2. Integralny tvar Cauchyho zaciato¢nej ulohy
D4 sa ukazat, Ze presnym riesenim Cauchyho zaciatoénej tlohy je funkcia y(x), pre ktora
plati

x

y(x)=y(xo)+/ f(ty))dt.

Zo




Ak za zacdiatoény bod zvolime x; a bod x nahradime bodom z; 1, dostaneme presny vzorec

Mm+n=ymw4i/m“faw@»dt (6.8)

T4

Integral na pravej strane (6.8) teda predstavuje prirastok funkcie y(x) na intervale (x;, z;11).

Priblizné rieSenia y; dostdvame, ak vo vzorci (6.8): 1. nahradime y(z;) a y(z;41) ich
aproximéciami y; a y;+1 a 2. integral nahradime nejakou pribliznou hodnotou (ozna¢me ju
Kz)

Yir1 = Yi + Ky, 1=0,1, ...

Tento postup teda v sebe zahtna dva zdroje chyb.

Poznamka 6.6. Ak oznac¢ime F(z) = f (IL’, y(:c)), tak naSou tlohou je priblizny vypocet
uréitého integralu K, ~ [7"** F(z) da nezndmej funkcie F(x).
6.3. Eulerova, implicitna a Heunova metéda

Ak si uvedomime, Ze na intervale (z;, z;11) pozndme na zaciatku len hodnotu F'(z) v bode
x;, hodnotu ur¢itého integralu na pravej strane (6.8) nahradime velkostou obdlZnika so
sirkou h a vyskou F(z;) (obdlZnikovou metddou s uzlom x;). Oznaéme teda

kv =h- f(zi,y:).
Pouzitim tejto aproximacie integralu dostavame rekurentny vzorec Fulerovej metody:
Yiv1 = Yi + k1, alebo  yit1 =y +h- f(zi,9). (6.9)

Pouzitim lichobeznikového pravidla dostaneme

b = 5 (o) + S @i, vin)]




Yit1 = Yi + g[f(%y(xi)) + f(zig1, y(zig1))]- (6.10)

Je to tzv. implicitnd metoda, pretoze nezndma hodnota y; 1 nie je explicitne vyjadrena.
Na jej urcenie je vo vSeobecnosti potrebné riesit (v kazdom kroku) nelinedrnu algebricki
rovnicu. Implicitné metédy st zname ako stabilnejsie v porovnani s explicitnymi.
Pouzijeme hodnotu z;+; = x; + h a nahradime hodnotu y(x;11) vo vztahu (6.10)
hodnotou y;11 vypocitanou pomocou Eulerovej metédy yﬁ_l =y; + k1 a zapiSeme

ky =h- f(zi+h,yi + k1).
Potom pre ¢ =0, 1, ..., dostaneme

k1 + ko
Yir1 =Yt —5 (6.11)
Této metéda sa nazyva Heunova alebo tiez Cauchyho-FEulerova. V kazdom kroku vypodi-
tame najprv hodnoty k; a ks (reprezentujtce prirastky funkcie y) a potom ako prirastok

pouzijeme ich priemer.

Poznamka 6.7. Vo vysSie uvedenom zapise sa uz objavuje sposob riesenia metédami
Rungeho-Kuttovymi.

Poznamka 6.8. Heunovu metédu mozeme tiez zaradif medzi metddy typu prediktor-

korektor (PC), v ktorych najprv vypocitame menej presntt hodnotu (prediktor) a ttto

potom pouzijeme na vypocet presnejsej (korigovanej) hodnoty. Tato myslienku mozeme

zopakovat a dostdvame tzv. iteracné spresnenie metédy pomocou rekurentného vzorca
(k+1) _

h
Yir1 =Y+ §[f($u yi) + f(ziv1, yi(f_)l)]a (6.12)

kde

yﬁ)l =y + hf(zs, ys).




Podla poétu ,korekcii“ hovorime o metéde PC, PC?, PC? atd. (tdto metéda konverguje
ak h < 2).
L

6.4. Rungeho-Kuttove metody

Zakladom skupiny jednokrokovych metdéd, ktoré sa casto pouzivaju, je vyjadrenie aproxi-
macie y;+1 v tvare

S
Yit1 = Yi + ij k;, (6.13)

j=1
kde w; st vhodné konstanty a hodnoty k; st

ki=h- f(xwyz)v

j—1
kj:h'f(xi+ajhayi+Zﬂj,mkm)v 71=2,3,...,s.

m=1
Hodnoty k; st ziskané z funkénych hodnét funkcie f vo vhodne zvolenych bodoch, pricom
metéda nevyzaduje konstantny krok. Konstanty w;, o, B;m pre j =1,2, ..., s, m =1,
2, ..., j — 1 urcujeme tak, ze pozadujeme rovnost medzi prvymi p + 1 élenmi Taylorovho
rozvoja lavej a pravej strany vzfahu (6.13), kde y(z) je presné riesenie. Tak dostaneme
jednokrokovi metédu radu p.

Pre rdd p = 2 dostavame

kl = hf(xuyz)a
k2 :hf($1+h7yz+k1)7

1 1
it1 = Yi + = k1 + = ko,
Yit+1 y+2 1+22




¢o je vyssie uvedend Heunova alebo Cauchyho-Eulerova metdda.
Ak na vypocet ko vyuzijeme stredny bod intervalu a teda aj poloviény prirastok kq/2
funkcie y, dostaneme:

k1= h- f(zi,y:),
ko = h- f(zi + h/2,yi + k1/2),
Yit1 = Yi + /;2.
Oznac¢me tiuto metédu jednoducho Rungeho-Kuttova metdda 2. radu.

Poznamka 6.9. Koeficienty kazdej Rungeho-Kuttovej metédy, ktord mé mat maximalny
dosiahnutelny rad, sa uréuja zo znacne zlozitych ststav nelinedrnych algebrickych rovnic
( g , ). Ak pouzijeme iné vahové
koeficienty, znizi sa presnost vypoéitanych hodnét.

Poznamka 6.10. Pri odvodeni rovnic sa vyuzivaju parcidlne derivacie funkcie f(z,y)
podla premennych x a y. Metédy vysSieho rddu si prirodzene vyzaduji spojitost vSetkych
parcidlnych derivacii vyssich rddov. Metédy rddu vySieho ako $tvrtého sa nepouzivaji velmi
dasto. Zname st napriklad Nystrémova metéda piateho radu, Hutova metdda Siesteho radu.
V MATLABe sa pouziva procedtira ode45, z ktorej ndzvu mozeme dedukovat, Ze sa jedné
o kombinaciu metdéd 4. a 5. radu.

Najpouzivanejsiou metédou je metdda Rungeho-Kuttova sturtého radu:

ki = h'f(xzvyz)

ko = h f(.%‘ +h/2,yi+k1/2),
ks = h- f(zi+ /2,y + k2/2), (6.14)
ks = h- f(zi + h,yi + k3),
k1 + 2ko + 2ks + k4
Yit1 = Yi +

6 )




pricom y(@n+1) = Ynt+1 + O(h?).

Poznamka 6.11. Pozorny ditatel si iste vSimne podobnost Rungeho-Kuttovej metédy
4. rddu so Simpsonovou metédou, ktort mozeme chapat tak, ze vysledok je vaZeny arit-
meticky priemer hodnot ziskanych obdlznikovymi metédami s vybermi bodov na krajoch
a v strede intervalu. V tomto pripade pouzivame obdlZnikovii metédu v ,strednom® bode
dvakrat a véha 4 sa rozdeli na dve vahy po 2.

Poznamka 6.12. Pre sustavu diferencialnych rovnic pouzijeme okrem vektorov y a f aj
Vektory kil, kg, k3 a k4.

Poznamka 6.13. Na odhad chyby aproximéacie pomocou Rungeho-Kuttovej metédy
$tvrtého radu mozeme pouzit metédu poloviéného kroku, pridom plati priblizny odhad

()= b))

Priklad 6.1. Urcéme priblizné riesenie Cauchyho zacdiato¢nej tulohy

y'(2) =ylz), y(0)=1,
v bode z,, = 1.

RieSenie. Presnym rieSenim danej zaciatoc¢nej tlohy je exponencidlna funkcia y(z) = ®.
Teda ziadand hodnota je y(1) = e = 2,718281828459045... V tomto pripade sa vdaka
jednoduchosti a linearite funkcie f(z,y) daji rekurentné vzorce vyjadrit v tvare:

Eulerova metéda: y; 1 = (1 +h) -y,
Implicitnd metéda: y;+1 = (1+h/2)/(1 — h/2) - y;,

Heunova metéda: y; 1 = (1+ h + h%/2) - y;,




Tabulka 6.1: Porovnanie kvality roznych metéd, v tabulke st uvedené
vypocitané hodnoty §(1) a absolatne hodnoty |§(1) — e

Eulerova implicitna Heunova R-K 4. radu

h=1 2.00000000 | 3.00000000 | 2.50000000 | 2.7083333333
0.7183 0.2817 0.2183 0.00995

h=0,1 2.59374246 | 2.72055141 | 2.71408085 | 2.7182797441

0.1245 0.00226 0.0042 2,08 x 1076

h=0,01 || 2.70481383 | 2.71830448 | 2.71823686 | 2.7182818282
0.0135 2,26 x 107° | 4,5 x 1075 | 2,25 x 10710
h = 0,001 || 2.71692393 | 2.71828206 | 2.71828138 | 2.7182818285
0.0014 2,26 x 1077 | 4,5 x 1077 1x10713




Rungeho-Kuttova metéda 4. radu: y;11 = (1 +h+ h?/2+ h3/6 + h*/24) - y;.

Vzorec pre Rungeho-Kuttovu metédu 2. radu sa v tomto pripade zhoduje so vzorcom
Heunovej metédy. Pozorny ¢itatel vo vzorcoch iste postrehne ¢leny rozvoja funkcie e do
Taylorovho radu. V tabulke 6.1 sti porovnané hodnoty (1) uréené metédami Eulerovou,
implicitnou, Heunovou a Rungeho-Kuttovou 4. radu pre Styri r6zne hodnoty kroku h = 1;
0,1; 0,01 a 0,001. V druhom riadku je vzdy uvedena zaokruhlena absolttna hodnota chyby
|§(1)—el|. O rdde metédy sa mozeme presvedéit podla charakteru chyby. Pri desatnidsobnom
zmenseni kroku sa v pripade Eulerovej metédy chyba zmensuje rddovo desatnisobne (teda
o jeden rad), pre implicitnt a Heunovu metédu sa chyba zmensuje o dva rady (prva platna
cifra chyby sa postva o 2 desatinné miesta) a v pripade Rungeho-Kuttovej metédy sa
chyba zmens$uje o $tyri rady. Uz pri kroku h = 1 ddva Rungeho-Kuttova metéda presnost
porovnatelni s Eulerovou metédou pri h = 0,01. Pri Rungeho-Kuttovej metdde 4. radu
musime podéitat v kazdom kroku 4 funkéné hodnoty f a pri Eulerovej metéde len jednu;
napriek tejto ,nevyhode“ Rungeho-Kuttovej metédy bude tato omnoho efektivnejsia, ¢o sa
eSte viac prejavi pri vyssich presnostiach. S vynimkou pripadu i = 1 sa implicitnd metéda
v tomto pripade prejavila ako presnejsia v porovnani s Heunovou metédou.

Priklad 6.2. Uréme priblizni hodnotu y(0,2), ak y(x) je rieSenim zaciatocnej tlohy
pre diferencialnu rovnicu

y=z+y, y0)=1,
metédou Rungeho-Kuttovou s krokom A = 0,2.

RieSenie. Na vypocet koeficientov vo vztahu (6.14) mozeme pouzit tito schému




x Yy ki = hf(x,y)

i
Z Yo ki = f(x yO) ki
zo+ 2 yo+ 22 ko = hf(x0+273/0+k1) Zks
To +% Yo + % k3 hf(CUo + 2790 + ) 2k3
xo+h Yo + ks ka = hf(zo +h;yo +k3) a

pre g = 0; yo = 1; h = 0,2; f(z,y) = = + y dostavame

z Yy k;

0 1 0,2 0,2

0,1 1,1 0,24 0,48

0,1 1,12 0,244 0,488

0,2 1,244 0,2888 0,2888

x1 = 0,2 K = 1,4568/6,
teda

y(0,2) = y(0) + K =1,2428.

Na porovnanie rieSenim uvedenej tlohy je y = 2¢” — 2 — 1, odkial dostaneme y(0,2) =
= 1,2428055.. . ..

Priklad 6.3. Pomocou metédy Rungeho-Kuttovej uréme priblizntt hodnotu y(0,1), ak
y(x) je rieSenim zaciatocnej tlohy pre diferencidlnu rovnicu druhého radu

Yy’ +0,2y + 10 siny = 0, y(0) = 0,3; y'(0) = 0.

RiesSenie. Uvedent diferencidlnu rovnicu prepiSeme na sustavu diferencidlnych rovnic.




Polozime 3’ = 2, potom y” = 2’ a dostdvame stistavu diferencidlnych rovnic
Yy =%
z'=-0,22—10 siny,

pricom
y(0) = 0,3 = o, 2(0) =4/ (0) = 0 = 2.

Pouzijeme vektory k; = (kjy, k;z).

7 @ y z kjy =01z k;» =(-0,22—10siny) - 0,1

10 03 0 0 —0,2955

2 0,06 0,3000 —0,1478  —0,0148 —0,2926

3 0,05 02926 —0,1463  —0,0146 —0,2855

4 0,1 02854 —0,2855  —0,0286 —0,2810
Potom

K, = £[0+2(—0,0148) + 2(—0,0146) + (—0,0286)] = —0,0146,
K. = £[(—0,2955) + 2(—0,2926) + 2(—0,2855) + (—0,2810)] = —0,2888

a

y(0,1) ~ 0,3 + (—0,146) = 0,2854.

Poznamka 6.14. Pomocou vztahu |(ke — k3)/(k1 — k2)| moZeme pri uvedenej metéde
testovat velkost kroku h. Ak je jeho hodnota =~ 0,05 ponechdme dany krok. Ak je jeho

.....




Otazky k prebranej tematike:

Aka je formulacia Cauchyho zaciatocnej tlohy pre diferencidlnu rovnicu 1. rddu?

Aka je formulidcia Cauchyho zaciatocnej tlohy pre diferencidlnu rovnicu vyssich
radov?

Aka je formulacia Cauchyho zacdiato¢nej tlohy pre systém diferencidlnych rovnic
1. radu?

Ako pretransformujeme zaciato¢na tlohu pre rovnicu vyssieho radu na zaciatocni
tlohu pre systém 1. radu?

V com spociva zakladny rozdiel medzi Eulerovou, implicitnou, Heunovou a
Rungeho-Kuttovou metédou 4. radu?

Aky je algoritmus rieSenia zaciato¢nej tulohy pre diferencidlnu rovnicu 1. radu
Rungeho-Kuttovou metdédou 4. radu s konstantnym krokom h?

Ulohy

6.1.

Urcte riesenie Cauchyho tlohy 3’ = %, y(0) =1
na intervale (0;0,4)

a) Eulerovou metédou s krokom h = 0,05

b) metédou R-K s krokom h = 0,2.




6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

a) x Yy x y b) z

Y
0,05 1 0,25 1,0248 0 1
0,1 1,0025 03 1,0370 0,2 1,0198
0,15 1,0075 0,35 1,0151 0,4 1,0770
02 1,0149 04 1,0681
Urcte priblizné riesenie Cauchyho tlohy
Zae(@ = 1
y =2 =1 a) &y b) =y
(14 a=)ev 11 11
i le (1;1 krok =0,1
na 1nte1Tvae (1;1,3) s krokom h : 0, 11 1.0637 11 1,0643
a) modifikovanou Eulerovou metédou
. 12 1,1293 1,2 1,1302
b) metédou R-K.
1,3 1,1961 1,3 1,1973
Pomocou metédy R-K s krokom h = 0,1 vypoditajte y(2),
/I m(y B 1) —
kv =" e V=0 [4(2) = ~1,4998]
Metédou R-K s krokom h = 0,1 vypoditajte y(1), ak
/_034_1:2_y2 (0)_0
Y =i ra YV TT [y(1) = 0,0919]
Pomocou metédy R-K urcte priblizné riesenie Cauchyho tlohy
Yy =-3y—z y(0) =1, r oy z
Z=y—z 2(0)=1 0 1 1
na intervale (0;0,6) s krokom h = 0,2. 0,2 0,4027 0,9381

0,4 0,0905  0,8084
0,6 —0,0597 0,6623




7. Nahodné javy a pravdepodobnost

7.1. Pokus a jav

Zakladnymi pojmami tedrie pravdepodobnosti si pojmy pokus a jav. Uvedieme ich intu-
itivne definicie.

Nech je pevne stanoveny isty systém podmienok (napr. majme pravidelnd hraciu kocku,
ktorej steny st oznacené ¢islami 1, 2, ..., 6). Proces (dej), ktory moze nastat pri realizicii
tychto podmienok (napr. hod touto hracou kockou) nazyvame pokusom. Tu vyzadujeme,
aby kazdy pokus mal tzv. vlastnost hromadnosti, t. j. aby sme ho mohli za tych istych
podmienok teoreticky Iubovolnekrat opakovat. Vysledok tohto procesu nie je jednoznacny,
je ndhodny, a nazyvame ho javom alebo udalostou (padnutie Sestky na vrchnej stene
kocky). Jav je teda vysledok pokusu.

Z pohladu mozného nastatia delime javy do troch zdkladnych skupin:

1. javy isté st javy, ktoré po vykonani daného pokusu vzdy nastani (napr. padnutie
¢isla mensieho nez 10);

2. javy nemozné su javy, ktoré po vykonani daného pokusu nikdy nenastant (napr.
padnutie éisla 10);

3. javy ndhodné su javy, ktoré po vykonani daného pokusu mézu, ale nemusia nastat
(napr. padnutie parneho ¢isla).

Toto triedenie javov je silne viazané na konkrétny pokus, t. j. na konkrétny systém
podmienok. Zmenou systému podmienok sa moze napr. nemozny jav stat ndhodnym alebo
dokonca aj istym (napr. ak by sme vSetky steny kocky oznacili ¢islom 10, tak padnutie
¢isla 10 by bol isty jav, hoci pri povodnej kocke to bol jav nemozny).

Javy budeme oznacovat velkymi pismenami A, B, C, ..., istému javu vyhradime pis-
meno I a nemonému javu znak (.




7.2. Zakladné poznatky o javoch

V tejto Casti uvedieme zékladné relcie (vztahy) a operacie s javmi, ktoré moézu byt vy-
sledkom jedného, pevne daného, pokusu.

Definicia 7.1. Jav A nazyvame podjavom javu B prave vtedy, ked z nastatia javu A
vyplyva nastatie javu B, ¢o zapisujeme takto: A C B.

Napr. padnutie ¢isla 2 na hracej kocke je podjavom javu, Ze padne na nej parne cislo.
Je zrejmé, 7e AC Aaak AC BaBcCC,tak AcCC.

Definicia 7.2. Javy A a B nazjvame ekvivalentné (zapisujeme A = B) prave vtedy,
ked A C B a sucasne B C A.

V tomto pripade ¢asto hovorime, Ze sa javy A a B rovnaju alebo Ze su totozné.

Definicia 7.3. Opaénym javom k javu A nazyvame jav (oznacujeme ho A), ktory
nastane prave vtedy, ked nenastane jav A.

Plati: T=0,0 =1 a (4) = A.

Definicia 7.4. Jav C nazyvame prienikom (stinom) javov A a B prave vtedy, ked
nastane len za sucasného nastatia oboch javov A a B. Zapisujeme to takto: C' = AN B.

Plati: ANA=A4, ANB=BNA, AN(BNC)=(ANB)NC,ANA=0,AN) =0,
ANI=A, AnBCA.

Definicia 7.5. Jav C nazyvame zjednotenim (stiétom) javov A a B prave vtedy, ked
nastane len za predpokladu, Ze nastal asporni jeden z javov A a B. Zapisujeme to takto:
C=AUB.

Plati: AUA=A, AUB=BUA, AU(BUC)=(AUB)UC,AUA=1I, AU = A,
AUl =1, AC AUB.

Taktiez plati: AN (BUC) = (ANB)UANC), AUBNC)=(AUB)N(AUC),
(AUB)=ANB, (AN B) = AU B (de Morganove pravidla).




Definicia 7.6. Jav C nazyvame rozdielom javov A a B (pozor na poradie javov)
prave vtedy, ked nastane len za predpokladu, Ze nastal jav A a stcasne nenastal jav B.
Zapisujeme to takto: C' = A — B.

Evidentne plati: A — B = AN B.

Priklad 7.1. Nech jav A spo¢iva v tom, Ze pri jednom hode beznou hracou kockou
padne na vrchnej stene neparne €islo a nech jav B znamend padnutie ¢isla, ktoré je
delitelné ¢islom 3. Charakterizujme javy AUB, ANB, A— B, B, AnNB a (B— A)NA.

Riesenie. Je zrejmé, ze

jav AU B nastane prave vtedy, ked padne niektoré ¢islo z mnoziny {1,3,5,6};
jav AN B nastane prave vtedy, ked padne ¢islo 3;

jav A — B nastane prave vtedy, ked padne niektoré éislo z mnoziny {1,5};
jav B nastane prave vtedy, ked padne niektoré ¢islo z mnoziny {1,2,4,5};

jav A N B nastane prave vtedy, ked padne éislo 6;

jav (B — A) N A je jav nemoZny.

Definicia 7.7. Javy A a B nazyvame disjunktnymi (tiez nezlGcitelnymi) prave
vtedy, ked nemozu stucasne nastat, t. j. ked AN B = 0. Javy Hy, Ho, ..., H, nazjvame
disjunktnymi (nezlac¢itelnymi) javmi prave vtedy, ked st po fubovolnych dvojiciach
disjunktné t. j. ked H; N H; = () pre kazdé i # j, i, j € {1, 2, ..., n}.

Definicia 7.8. Disjunktny systém javov H;, Hs, ..., H, nazyvame uplnym préave
vtedy, ked jeho zjednotenim je isty jav.
Teda pre uplny disjunktny systém javov Hi, Hs, ..., H, plati
H;,NH; = 0prekazdéi#j, 4,j€{l,2,...,n} (7.1)

H,UH,U...UH, UHi=1 (7.2)
i=1




Takyto systém javov ¢asto nazyvame hypotézy.

Priklad 7.2. Ak pod javom H; rozumieme padnutie parneho ¢isla na kocke a pod
H, padnutie neparneho cisla, tak tieto dva javy tvoria uplny systém disjunktnych javov
(hypotéz). Ak pod javom Hy, k € {1, 2, 3, 4, 5, 6}, rozumieme padnutie ¢isla k na kocke,
tak Sest javov Hj tvori tieZ tplny systém disjunktnych javov.

Definicia 7.9. Jav A nazyvame zloZenym javom prave vtedy, ked sa dé vyjadrit ako
zjednotenie dvoch javov A; a As, ktoré sa nerovnaji nemoznému javu a ani javu A.

Pre zlozeny jav A teda plati:

A=A UA,, pricom A# A1 #0 a A# Ay #0.

Je prirodzené v tom pripade hovorit, Ze jav A je rozloZeny na javy A; a As. Padnutie
neparneho c¢isla na kocke je zrejme zlozeny jav.

Definicia 7.10. Kazdy jav E, ktory nie je zloZeny nazyvame elementarnym javom.

Vsimnime si zakladné vlastnosti elementarnych javov:

1.
2.
3.
4

Jav E je elementarny prave vtedy, ked neexistuje taky jav A # (), ze A C E.
Ku kazdému zlozenému javu A existuje taky elementarny jav E, ze E C A.

Lubovolné dva rozne elementdrne javy st disjunktné.

. Kazdému zloZenému javu A moéZeme jednoznac¢ne priradif taki mnozinu elemen-

tarnych javov (tdto mnozina nemusi byt koneéna), ze jav A je zjednotenim tychto
elementarnych javov.

Pri hadzani kockou je mnoZina elementérnych javov Sestprvkova,' pozostéva z javov Fi,
Es5, E3, E4, E5, Eg, kde elementarny jav Ej znamend padnutie Cisla k.

LAk sa zaujimame len o &islo, ktoré padne.




Pri kazdom pokuse treba mat jasnt predstavu o mnozine elementérnych javov {E;, Es,
-y En, ...} =7, ktord mu prislicha (t4to mnozina moze byt aj nekoneénd). Podla Stvrtej
vlastnosti elementarnych javov existuje vzajomne jednoznacnd koreSpondencia medzi Tubo-
volnym javom a istou podmnozinou mnoziny -, konkrétne mnozinou jemu prislichajtcich
elementarnych javov. Tento fakt ndm umoziuje hovorit o tzv. mnoZinovej interpretacii
javov a vyssie definované operdcie a relacie s javmi prezentovat pomocou zndmych ope-
racii a relacii s mnozinami. Mo6Zeme pritom pouzit zndme Vennove diagramy, ktoré ndm
umoznia ziskat rad dal$ich vlastnosti javov.
Pre exaktnejsi vyklad je osozny pojem javového pola:

Definicia 7.11. Nech v = {E1, Es, ..., E,, ...} je lubovolnd mnozina. Pod javovym
polom nad v rozumieme taky systém 7 podmnozin mnoziny ~, pre ktory plati:

1. D e

2. ak A, Ber,tak ANBer,AUBcTaAcT
o0 oo
3. pre kazdu postupnost Ay, As, ..., Ay, ...€Tje [V A; €Ta | A ET.
i=1 i=1
Prvky javového pola nazyvame javmi.

Vsimnime si, ze z prvych dvoch poziadaviek vyplyva, ze v € 7, priCom  reprezentuje
isty jav 1.2 Jav nemozny je reprezentovany prazdnou mnozinou.

7.3. Pojem pravdepodobnosti javu

V tejto Casti kazdému javu A priradime podla stanovenych pravidiel isté éislo, ktoré bude
vyjadrovat ,mieru Sance na to, Ze jav v danom pokuse nastane“. Toto ¢islo nazveme prav-
depodobnostou javu A a ozna¢ime ho zépisom P(A).

2Mnozina vy méze byt napr. mnozina vietkjch elementarnych javov.




Definicia 7.12. (Klasicka definicia pravdepodobnosti) Nech

v ={E1, Es,..., E,} je kone¢nd mnozina elementarnych javov a nech kazdy elementérny
jav je ,rovnako mozny (oéakavany)“. Pre lubovolny jav A € 7 definujeme jeho
pravdepodobnost predpisom

P(A) = —, (7.3)
kde m je pocet roznych elementarnych javov, na ktoré sa jav A rozklada, t. j.
A=E, UE,U...UE, . (7.4)
Komentar k definicii:

1. V definicii predpokladame, ze mnozina elementarnych javov je konecna, ¢o nie je
splnené v kazdom pokuse. Naviac, je pouzity intuitivny pojem ,rovnako mozny (oca-
kavany)*“.

2. Je potrebné spravne porozumiet vyjadrenie (7.4): pre ,dvojindexy* ij plati
{il,ig,...,im} C {1,2,...,7’1}.

Napr. ak je A jav, ktory spociva v padnuti neparneho c¢isla na kocke, tak n = 6 a
A=FE i UFE3UFEs5,t.j.i1=1,i3=3,i3 =5 am=3.

3. Rovnost (7.3) mozeme interpretovat aj takto:

P(A) = pocet vsetkych moznych priaznivych vysledkov javu A

pocet vSetkych moznych vysledkov pokusu




Veta 7.1 (Zakladné vlastnosti klasickej pravdepodobnosti).
1. Pre kazdy jav A€ 7 je 0 < P(A) £ 1.

2. Pre isty a nemozny jav je P(I) =1 a P(0) = 0.

3. Pre opac¢ny jav plati P(A) =1 — P(A).
4. Pre disjunktné javy: ak AN B =0, tak P(AU B) = P(A) + P(B)

Dokaz. Ak si pre lubovolny jav uvedomime pocet elementarnych javov, ktoré vystupuji
v jeho vyjadreni (7.4), tak prva a drubd c¢ast vety je trividlna. Ak pre jav A v tretej Casti
plati (7.4), tak vo vyjadreni javu A v tvare (7.4) vystupuju vSetky ostatné elementarne
javy mnoziny 7y a tych je presne n — m. Takto

— n—m m

P(A) = ——= =1- = =1- P(4).

4. Ak pre jav A plati (7.4) a pre B je B = E;, UE;, U...UE}, (teda P(B) = £), tak tieto

vyjadrenia disjunktnych javov A a B nemaju ani jeden elementarny jav spolo¢ny, a preto

AU B obsahuje vo vyjadreni (7.4) presne m + k roznych elementérnych javov. Teda
m+k m k

O

Priklad 7.3. Uréme pravdepodobnost toho, Ze pri jednom hode beznou hracou kockou:
a) padne ¢islo 6; b) padne neparne éislo; ¢) nepadne &islo 4.

RieSenie. Pre beznt hraciu kocku je v = {F1, Es, E3, Ey4, Es, Eg}, kde elementarny jav Ej,
znamend padnutie éisla k. Zrejme n = 6. Nech A je jav, ktorého pravdepodobnost chceme
urcit. Potom




a) A= Eg, atedam=1aP(A) = ¢.
b) A=FEyUE3UE5, atedam=3a P(A)

c) Pre opaény jav A = E4 je m = 1 a P(A)

=1

3
. Teda P(A) =1— P(A) = 3.

St 9]

Priklad 7.4. V sade M = 100 ziaroviek je K = 24 chybngch (zvy$né st dobré). Uréme
pravdepodobnost toho, Ze medzi N = 11 nédhodne vybranymi Ziarovkami budd préve
x = 2 chybné.

Riesenie. Nech A je jav, ktory spociva v tom, ze medzi 11 ndhodne vybranymi Ziarovkami
budd prave 2 chybné. 11 ziaroviek mozeme zo 100 ziaroviek vybrat (*)’) sposobmi (ide
o vyber bez opakovania, pri ktorom nezalezi na poradi). Toto kombinacné éislo urcuje
pocet elementarnych javov E; pre nas pokus. Teda n = (11010). Pocet elementarnych javov,
ktoré su priaznivé javu A dostaneme ako siéin poctu moznych vyberov dvoch chybnych
ziaroviek z celkového poctu 24 chybnych a poc¢tu moznych vyberov deviatich dobrych

#iaroviek z celkového poétu 76 dobrych, t. j. m = (%) (7). Takto

24\ (76
() (5)

P(A) = W ~ 0,2776.
11
Vydéislenie poslednej hodnoty je dost pracne, ale v MATLABe vysledok dostaneme pomocou

hygepdf (2,100, 24,11).
Vo vSeobecnom pripade bude

P(4) = w (7.5)
()

¢o v MATLABe dostaneme pomocou hygepdf(x, M, K, N).




Priklad 7.5. V krabici je 5 bielych, 6 modrych a 7 ¢ervenych guliek. Nahodne z nej (bez
vréatenia do krabice) vyberieme 9 guliek. Ak je pravdepodobnost toho, Ze sme vybrali 2
biele, 3 modré a 4 ¢ervené gulky?

Riesenie. V krabici je spolu 18 guliek. Obdobnou tvahou ako v predchadzajicom priklade

dostaneme, ze 9 gulick mdzeme vybraf n = (') sposobmi, pricom pozadovana konstelécia

sa da dosiahnut m = (3) (%) (]) sposobmi. Preto hladané pravdepodobnost je

5\ (6 (7
(5) () (D) _10-20-35 ~ 00,1440

(198) T 48620

Poznamka 7.1. Skuste zovseobecnenit tento priklad pre pripad, Ze by v krabici boli
gulky s k farbami, resp. pre pripad, ked by sme mali dany isty stibor objektov s k roznymi
vlastnostami.

V literatire mozeme néjst aj iné definicie pravdepodobnosti (napr. tzv. Statisticka
definiciu alebo geometrickti definiciu). Ziadna z nich vSak nie je dostato¢ne vieobecne
aplikovatelna (napr. klasickd definicia predpokladd koneény pocet elementarnych javov).
Tento nedostatok odstratiuje axiomaticka (Kolmogorovova) definicia. T4 si ovSem vyZa-
duje pri jej exaktnom pouzivani pomerne naro¢ny matematicky aparat. Na takyto pristup
nemame dostatok priestoru, a preto niektoré nase dalSie tivahy nebudti dostatoéne vse-
obecné.




Definicia 7.13. (Axiomaticka definicia pravdepodobnosti) Nech v je mnoZina
elementarnych javov a nech 7 je javové pole nad v (t. j. 7 je mnozina javov). Nech sa
splnené tieto tri axiomy:

A;: kazdému javu A € 7 je priradené préve jedno nezdporné éislo P(A), ktoré nazyvame
pravdepodobnostou javu A4;

As: P(I) =1,
Ajs: pre Iubovolny systém disjunktnych javov Ay, As, ..., A,, -+ € T plati

P(AijUAU...UA,U...)=P(A)+P(A2)+---+P(4,)+---. (7.6)

Tuato usporiadant trojicu [y, 7, P| nazyvame pravdepodobnostné pole.

Tieto axiémy nespecifikuji exaktny predpis na urcenie pravdepodobnosti javu. V kon-
krétnych situaciach postupujeme tak, Ze pouzijeme klasickii definiciu, resp geometricki
alebo Statisticka definiciu pravdepodobnosti. Je zrejmé, ze klasicka definicia je v sulade
s pozadovanymi axiémami A; — A3. Z tychto troch axiém mozeme postupne dokazat tvr-
denia nasledujtcej vety:




Veta 7.2. Ak [y, 7, P] je pravdepodobnostné pole, tak:
1. P(0) = 0;
2. pre kazdy jav A € 7 plati P(A) =1 — P(A);
ak A C B, tak P(A) < P(B);
pre kazdy jav A€ 7 je 0 < P(A) < 1;
pre Iubovolné javy A, B € 7 je P(A— B) = P(A) — P(AN B);
pre Iubovolné javy A, B € 7 je P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B);

o & 89

pre Iubovolné javy A, B,C € T je
P(AUBUC)=P(A)+ P(B)+ P(C) —
—[P(ANB)+P(ANC)+P(BNC)|+ P(ANBNC);

8. zovSeobecnenie: pre lubovolné javy A;, A, ..., A, € T plati

P(UAi)ZZP(Ai) — En: P(A;NAj)+
S g
1<)

+ Y PANA;NAL) — ...+ (-1)"'P(A41 N AN ...N Ay)
bjk=1
1<j<k
Dokaz. Na ukazku dokdZzeme prvé tvrdenie: z vlastnosti javového pola vyplyva, ze 0 € T

a z A; dostaneme, Ze existuje P(0). Kedze I € 7, tak IU() € 7 a opit z A; dostaneme, Ze
existuje P(IU(). Javy I a () st disjunktné, a preto podla A3 P(IUQ) = P(I)+ P(D). Zrejme




TUD =1, odtial P(I) = P(I)+ P((). Na zaklade As je P(I) =1 a teda 1 =1 + P()), ¢o
znamend, ze P(0) = 0.

Hlavna idea dokazov zvysnych tvrdeni vety, ale aj inych tvrdeni, spociva casto v roz-
klade javu, ktorého pravdepodobnost sa skima, na zjednotenie disjunktnych javov a né-
sledné pouzitie tretej axiomy. O

Priklad 7.6. V urne je 19 guliciek, z ktorych kazda je ocislovana prave jednym z ¢isel
1,2,...,19. Ndhodne z nej vytiahneme jednu gulku. Uréme pravdepodobnost toho, Ze
vytiahnutd gulka je oznacend ¢islom, ktoré je delitelné dvoma alebo troma.

RieSenie. Nech A je jav, ktory spoéiva vo vytiahnuti gulky oznacenej ¢islom delitelnym
dvoma a B je jav, ktory spociva vo vytiahnuti gulky oznacenej ¢islom delitelnym troma.
Potom P(A) = 2 a P(B) = 5. Jav AN B znamend vytiahnutie gulky, ktorej ¢islo je
delitelné dvoma aj troma, t. j. je delitelné Siestimi. Zrejme P(A N B) = 3. Je potrebné
urcit pravdepodobnost javu A U B.

Na zaklade Siestej Casti poslednej vety mame
9 6 3 12

P(AUB)= — + —— =~ ==
(AUB) =15+ 15 10~ 19

7.4. Podmienena pravdepodobnost a veta o iplnej pravdepodob-
nosti

Za istych okolnosti je uzitoéné skiimat pravdepodobnost javu A za predpokladu, Ze vieme
o tom, ze nastal jav B. Tuto pravdepodobnost budeme oznacovat P(A|B) a ¢itat prav-
depodobnost javu A za predpokladu, Ze nastal jav B, resp. podmienena pravde-
podobnost javu A za predpokladu, Ze nastal jav B.




Definicia 7.14. (Podmienena pravdepodobnost) Nech [y, 7, P] je pravdepodob-
nostné pole. Pravdepodobnost javu A za predpokladu, Ze nastal jav B definujeme
takto:

P(ANB)

P(AIB) = =5 5

(7.7)
Pre P(B) = 0 pravdepodobnost P(A|B) z logickych dévodov nedefinujeme.

Priklad 7.7. Isté zariadenie je v bezporuchovej prevadzke aspont dva roky s pravdepo-
dobnostou 0,8 a aspoii tri roky s pravdepodobnostou 0,5. Je zndme, ze toto zariadenie
bolo dva roky v bezporuchovej prevadzke. Uréme pravdepodobnost toho, ze bude v bez-
poruchovej prevadzke este aspon rok.

Riesenie. Nech B je jav, ktory spociva v tom, Ze zariadenie je v bezporuchovej prevadzke
aspon dva roky a nech A je jav, ze zariadenie je v bezporuchovej prevadzke aspon tri roky.
V tlohe ziadame uréit pravdepodobnost toho, Ze nastal jav A za predpokladu, Ze nastal jav
B, t.j. P(A|B). VSimnime si, ze A C B ateda ANB = A, ¢o znamena, ze P(ANB) = P(A).
7Z tychto poznatkov pre pozadovani podmienenti pravdepodobnost dostaneme

P(ANnB) P(A) 05

P(AB) = P(B) P(B) 08

= 0,625.

Poznamka 7.2. Jednoducho by sme mohli dokézaf, Ze takto definované podmienend
pravdepodobnost spliia vSetky tri poziadavky axiomatickej definicie pravdepodobnosti.
Vsimnime si, Ze pre P(A) - P(B) # 0 dvojnasobnym pouzitim (7.7) dostaneme

P(AnB)=P(B)-P(A|B) a P(ANnB) = P(A) - P(B|A).
Odtial mame

P(B) - P(A|B) = P(A) - P(B|A). (7.8)




Zovseobecnenim tychto ivah je:

Veta 7.3. Ak [y, 7, P] je pravdepodobnostné pole, tak pre javy A; € 7,
i=1,2,...,n plati

P(AlﬂAgﬂ‘”ﬂAn) = P(Al)P(A2|A1)P(A3|A10A2)
e P(An]A1 N A3 - -0 Ap_y).

Stvislost medzi hypotézami a podmienenou pravdepodobnostou poskytuje nasledujtce
tvrdenie:

Veta 7.4 (Veta o Gplnej pravdepodobnosti). Nech [, 7, P] je pravdepodobnostné
pole a javy Hy, Hs, ..., H, st hypotézy (t. j. iplny systém disjunktnych javov). Potom
pre lubovolny jav A plati

P(A) = P(Hy) - P(A|Hy) + P(Hz2) - P(A|H3) + - -
.+ P(H,)- P(A|H,) = Y. P(H,) - P(A|H)). (7.9)
=1

Dokaz. Pre jav A mame (I je isty jav):
A=ANI=AnN(H1UHyU---UH,)=(ANH))UANH;)U---U(ANHy,).

Kedze javy H; sa disjunktné a (AN H;) C H;, tak aj javy (ANH,), (ANHs), ..., (ANH,)
st disjunktné a podla tretej axiémy definicie pravdepodobnosti je

P(A)=P(ANH:)+P(ANHz) +---+ P(AN Hy).
Ak si teraz uvedomime rovnost P(AN H;) = P(H;) - P(A|H;), tak dostaneme pozadované

vyjadrenie (7.9).
O




Priklad 7.8. V krabici st dve nové a tri uz pouzité tenisové lopticky. K prvej hre si

hracéi ndhodne z nej vybert dve lopticky a s oboma si zahraja. Po hre ich vratia naspét

do krabice. K druhej hre si vybert tri lopticky. Uréme pravdepodobnost toho, ze to buda

uz pouzité lopticky.

RieSenie. Nech H;, i € {0, 1,2} je jav, ktory spo¢iva v tom, Ze k prvej hre si hraci vybrali
i novych lopti¢iek. Tieto javy tvoria hypotézy, priom podla (7.5) je

P(HO):MZE P(Hl):%: 0 P(Hﬂ:m:i

G 10 (k) 10 () 10

Nech A je jav, ktory spociva v tom, ze k druhej hre budt vytiahnuté tri uz pouzité lopticky.
Potom (vSimnite si konstelacie lopticiek v krabici pri jednotlivych hypotézach)

P(A|Ho) = % _ % P(A|H,) = % _ 14—0 P(A|H) = 1.

Podla (7.9) je
3 1 6 4 1 37
PAA=— —4— - —+—-1=—.
(4) 10 10+10 10+10 100
Informaciu o pravdepodobnosti nastatia nejakej konkrétnej hypotézy za predpokladu,
ze nastal nejaky jav, nam poskytuje toto tvrdenie:

Veta 7.5 (Bayesov vzorec). Nech [y, 7, P] je pravdepodobnostné pole, javy Hy, Ho,
..., H, st hypotézy a A € 7 je Iubovolny jav, pre ktory je P(A) # 0. Potom pre kazda
hypotézu Hj, je
P(Hy) - P(A|Hy) P(Hy) - P(A|Hy)
P(Hy|A) = — = PA) (7.10)
ZP(Hi) - P(A|H;)
i=1




Dokaz. Ak aplikujeme (7.8) na jav A a hypotézu Hy, tak dostaneme
P(Hy) - P(A|Hy) = P(A) - P(Hg|A).

To znamena, Ze
P(Hy) - P(A|Hy)
P(A) '
Ak tu nahradime P(A) vyjadrenim z vety o tplnej pravdepodobnosti, dostaneme pozado-
vany vysledok. O

P(Hi|A) =

V literature je casto uvadzany priklad takéhoto typu:

Priklad 7.9. Je zname, ze v Morseovej abecede pomer priemerného pocétu vyslanych
bodiek k pocétu vyslanych ¢iarok je 5 : 3. Pri prenose sa skresli v priemere pit percent
bodiek (t. j. vysland bodka je prijatd ako ¢iarka) a skreslenie u ¢iarok je sedem percent.
Uréme pravdepodobnost toho, Ze bola a) vysland ¢iarka, ak bola prijata bodka; b) vyslana
bodka, ak bola prijata bodka.

Riesenie. Nech Hy, resp. H¢ je jav spocivajuci v tom, ze bola vyslana bodka, resp. ¢iarka.
Tieto javy zrejme tvoria hypotézy a vzhladom na dany pomer poc¢tov vysielanych bodiek
a ¢iarok je P(Hp) = g a P(Hg) = %. Nech A je oznadenie javu, Ze je prijatd bodka.
Z formulicie prikladu vyplyva: P(A|Hp) = 0,95 (95% vyslanych bodiek sa neskresli) a
P(A|H:) = 0,07 (vyslana ¢iarka sa skreslila). Z vety o tplnej pravdepodobnosti mame

5

P(A) = P(Hy) - P(A|Hy) + P(Hy) - P(A|He) = 5 -0,95 + g -0,07 = 0,62.

a) Ziada sa ur¢it P(H¢|A). Podla (7.10) je

P(H:)-P(A|H:) 2-0,07

P(He|4) = P(4) T 062

~ 0,0423.




b) Tu chceme uré¢it P(Hp|A). Je

P(Hy)- P(A|Hy,)  2-0,95
P(A) 0,62

P(Hy|A) = ~ 0,9577.

Vsimnimi si, Ze v ¢asti b) sme urcovali pravdepodobnost javu, ktory je opaénym javom
k javu z Casti a).

7.5. Nezavislé javy

Definicia 7.15. Dva javy A a B nazyvame vzajomne nezavislymi prave vtedy, ked
pravdepodobnost jedného z nich sa nemeni nastatim druhého alebo ked pravdepodobnost
jedného z nich je nulova.

Tato ,slovnu definiciu® moézeme formulovat takto: dva javy A a B st vzdjomne neza-
vislymi prave vtedy, ked nastane aspor jeden z tychto Styroch pripadov:

P(A|B)=P(4A) v PB)=0 Vv P(BJ|A)=PB) VvV PA=0. (7.11)
V beznom texte vynechavame privlastok ,vzajomne“ a hovorime o nezavislych javoch.

Veta 7.6. Nech [y, 7, P] je pravdepodobnostné pole. Javy A, B € 7 st nezavislé préve
vtedy, ked

P(AN B) = P(A) - P(B), (7.12)

t. j. ked pravdepodobnost prieniku (sti¢inu) tychto javov sa rovn sicinu ich pravdepo-
dobnosti.

Poznamka 7.3.

1. Tato veta poskytuje ekvivalentni podmienku nezavislosti dvoch javov, a preto je
Casto v literatire nezavislost definovand pomocou podmienky (7.12).




2. 7 nezavislosti javov A a B vyplyva aj nezavislost tychto dvojic javov:

AaB AaB  AaB (7.13)

Definicia 7.16. Systém javov Aj, As,..., A,, n = 2, nazyvame celkove nezavislym
préave vtedy, ked pravdepodobnost nastatia Tubovolného z nich sa nemeni nastatim akej-
kolvek skupiny z ostatnych javov alebo ked pravdepodobnost jedného z nich je nulova.

Skuste porozmyslat nad obdobnym zapisom tejto definicie v tvare (7.11)!

Veta 7.7 (Pravdepodobnost prieniku celkove nezavislych javov). Nech [y, T, P]
je pravdepodobnostné pole. Systém javov A; ,As, ..., A,, n = 2, je celkove nezavislym
prave vtedy, ked je splnend jedna z tychto dvoch podmienok:

1. pre kazdé k < n plati

k k
P((N4,) =TI P(4)- (7.14)
2.

Poznamka 7.4.

1. Tato veta poskytuje ekvivalentni podmienku celkovej nezavislosti systému javov, a
preto je ¢asto v literatire celkova nezdvislost definovana pomocou podmienky (7.14),
resp. (7.15).

2. Podmienky (7.14) a (7.15) st ekvivalentné (pre k = n podmienka (7.14) nadobuda
tvar (7.15)).




3. Ak Iubovolnd dvojica z javov Ay, Aa, ..., Ap, n 2 2, je disjunktnd, tak je disjunktna
aj Tubovolné trojica, Stvorica atd. tychto javov. Tento poznatok vSak vo vSeobec-
nosti neplati pre nezavislost javov, t. j. z nezdvislosti lubovolnej dvojice tychto javov
nevyplyva ich celkové nezavislost, napr. moéze existovat trojica javov, ktord nebude
celkove nezavisla.

4. Celkova nezévislost javov Aj, Ag, ..., A, je ekvivalentna s celkovou nezavislostou
systému javov By, Ba, ..., B,, kde By = Ay, alebo By = Ay, (pozri analégiu (7.13)).

Priklad 7.10. Uréme pravdepodobnost toho, ze medzi C' a D (obr. 7.1) pretekd prud,
ak pozname pravdepodobnosti toho, Ze jednotlivé Ziarovky su dobré (predpokladdme
nezévislost portch Zziaroviek).

&R,

08 0,7 06 09
Obr. 7.1: Sériové zapojenie

RieSenie. Nech A;, i € {1,2,3,4}, znamen4 jav, Ze i-ta ziarovka je dobré a A je jav, ktory
spociva v tom, ze medzi C' a D preteka prud. Mame sériové zapojenie ziaroviek, a preto
A= Al ﬂAQ ﬂA3 ﬁA4, kde P(Al) = 0,8, P(AQ) = 0,7, P(Ag) = 0,6 a P(A4) = 0,9 Podla
(7.15) je

P(A) :P(A10A20A30A4) :P<A1)P(A2)P(A3)P(A4)

a teda P(A) = 0,8-0,7-0,6 - 0,9 = 0,3024.

Veta 7.8 (Pravdepodobnost zjednotenia celkove nezavislych javov). Nech
[v,7, P] je pravdepodobnostné pole. Ak systém javov Ay, Ay, ..., Ay, n = 2, je cel-
kove nezavislym, tak

P(A UAs U UA,) =1— P(A,) - P(A) - - P(Ay). (7.16)




Dokaz. Nech A znamend jav, Ze nastane aspon jeden z javov Ay, Az, ..., Ay, t.j. A =
=A1UAsU---UA,. Pre opaény jav A podla de Morganovho pravidla dostaneme

A=A UAU- U4, =4A1NnAN...NA,.

7Z celkovej nezévislosti javov Ay, As, ..., A, vyplyva celkova nezavislost javov Ay, As, ...,
A, a preto podla poslednej vety je

P(A)=P(A;nAsn---NA,)=P(A)) P(Ay)----- P(4,).

Odtial vzhladom na P(A) =1 — P(A) dostaneme (7.16). O

Priklad 7.11. Uréme pravdepodobnost toho, Ze medzi C a D preteka prud, ak ziarovky
z predchadzajiceho prikladu st zapojené paralelne (obr. 7.2). Predpokladdme nezavislost
portuch Ziaroviek.

Obr. 7.2: Paralelné zapojenie

RiesSenie. Ak B je jav, ktory spoéiva v tom, Zze medzi C a D preteka prad, tak zrejme
B = A1 U A2 U A3 @] A4. Na zéaklade (716) je

P(B) = P(A;UA; UA3UAy)) =1— P(A)) - P(A,) - P(A3) - P(A,)




aP(B)=1-0,2-03-0,4-0,1=0,9976.

7.6. Opakované nezavislé pokusy

Nech vysledkom nejakého pokusu je jav A. Opakujme za toho istého systému podmienok
pokus n-krat, pricom predpokladame, ze tieto pokusy su nezavislé, t. j. su také, ze vysle-
dok kazdého z nich nema vplyv na vysledok ziadneho predchadzajiceho pokusu a ani na
vysledok ziadneho nasledujiiceho pokusu. Ina¢ povedané, pravdepodobnost nastatia javu
A je v kazdom pokuse rovnaka.

Priklad 7.12. Uréme pravdepodobnost toho, Ze pri troch hodoch beznou hracou koc-
kou ,,padne Sestka“ prave dvakrat.

RieSenie. Nech jav A;, i € {1,2, 3}, znamen4, Ze v i-tom hode padne Sestka. Zrejme tieto
javy st nezavislé a P(4;) = % a P(A4;) = %. Pri troch hodoch kockou mé padnit Sestka
prave dvakrat a prdve raz nemé padnit: to nastane len vtedy, ked Sestka nepadne pri prvom
alebo druhom alebo trefom hode. Tento jav C' moZzeme zapisat takto:

B, B Bs

C:(ElﬂAgﬂAg)U(AlﬂzqzﬂAg)U(AlﬂAQﬁZg).

,Zatvorkové javy“ Bj, By, B3 st disjunktné, a preto
P(C) = P(A; N Ay N A3) + P(A; N Ay N A3) + P(A; N Ay N A3).

7 nezévislosti javov Ay, Ap a A3 plynie: P(A;NAyNA3z) = g.l.l = 5, P(A1NA;NA3) =

Y 6 6
=151 aPANAnNA;) =415 =2 Teda P(O) = 555 + 52 + 505 = =




Veta 7.9 (Bernoulliho veta, resp. vzorec). Nech p je pravdepodobnost toho, Ze
pri danom pokuse nastane jav A a P, (k) je pravdepodobnost toho, Ze pri n-ndsobnom
nezavislom opakovani daného pokusu nastane jav A prave k-krat. Potom plati tzv. Ber-
noulliho vzorec:

Py (k) = (Z)pk(l —p)"*F  preke{0,1,2,...,n}. (7.17)
Dokaz. Nech jav A;, i € {1,2,...,n}, oznacuje fakt, Ze jav A nastal v i-tom pokuse
uvazovanej série n nezavislych pokusov. Zrejme je P(A;) = p pre kazdé i € {1,2,...,n}.

Lahko nahliadneme, ze jav, ktory spociva v tom, ze v prvych k pokusoch jav A nastal a
vo zvys$nych n — k pokusoch jav A nenastal, vieme vyjadrit v tvare

A1ﬂA2ﬂ---ﬂAkﬂZk+1ﬂZk+gﬂ---ﬂZn:B.

Na zéklade celkovej nezavislosti systému javov A; je P(B) = p*(1 —p)"~*. Rovnaky zaver

dostaneme pre kazdé iné usporiadanie k javov typu A; a n — k javov typu A; (pozri ,zé-
n

tvorkové javy“ v predchadzajacom priklade). Takychto réznych usporiadani je prave ( k> .

Pravdepodobnost kazdého zatvorkového javu je rovnaka: p*(1 — p)"~*. KedZe zatvorkové
javy su disjunktné, tak na zéklade tretej axiémy definicie pravdepodobnosti dostaneme
(7.17). O

Ak by sme v poslednom priklade pouzili Bernoulliho vetu, tak n = 3, A je jav, ze pri
jednom hode padne Sestka, t. j. P(A4) = % = p a ziada sa uréit P3(2). Podla (7.17) je

=) B b3 s 483

Jednoducho mozeme takto ziskat dalsie pravdepodobnosti pre vSetky pripady poctu pad-
nutych Sestiek pri troch hodoch:




a) nepadne ani jedna Sestka — k tomu ur¢ime P3(0) :

ro= () [ -0 -2

b) padne jedna Sestka — k tomu uréime P5(1) :

2= ()l =g~ s B2

c¢) padnu tri Sestky — k tomu uréime P5(3) :

o= () B B3 1=

V prostredi MATLABu mézeme napr. pravdepodobnost P3(2) ziskat pomocou funkcie
binopdf (2,3,1/6), pre P,(k) z (7.17) pomocou binopdf (k,n,p) a dokonca vSetky pravde-
podobnosti P (k) pomocou binopdf(0 : 3,3,1/6). Lahko sa presvedéime, ze P3(0)+ Ps(1) +
+ P3(2) + P5(3) = 1. To sme mohli aj ocakavat, lebo sme urobili sic¢et pravdepodobnosti
Styroch hypotéz, t. j. Styroch javov, ktoré tvoria tplny systém disjunktnych javov. Vse-
obecne mozeme obdobnym sposobom logicky zdovodnit, Ze plati

n n

Y Pk =) (Z)pk(l —pn k=1, (7.18)

k=0 k=0

Rovnost (7.18) mozno dokézat napr. pouzitim zndmeho binomického rozvoja vyrazu [p +
+ (1 — p)]™, ktorého hodnota je evidentne rovné jedne;j.

Poznamka 7 -5.  V literature sa casto pouziva v Bernoulliho vzorci pre pravdepodobnost
opa¢ného javu A k javu A oznaCenie P(A) = 1 — p = ¢ (v nasom priklade je to pravde-
podobnost toho, Ze pri jednom hode kockou nepadne Sestka, t. j. ¢ = 1 — % = %) Takto




(7.17) nadobtuda tvar

P,(k) = (Z)pkq”k pre k€ {0,1,2,...,n}.

V praxi je éasto uzitoéné poznat najpravdepodobnejsi pocet ko vyskytu skiimaného javu
A v uvazovanej sérii n nezavislych pokusov. To nés vedie k najdeniu najvicsej pravdepo-
dobnosti zo vSetkych hodnét P, (k) (v nasom priklade je to P3(0)). D4 sa dokdzat, ze pre
pozadované kg plati:

ko € (np —q, np+p). (7.19)

Keby sme hédzali kockou napr. 12-krét, tak ko € (12 ¢ — 2,12 L + 1) = (Z, 13) a teda

ko = 2, ale pri 23 hodoch dostaneme kq € (3, 4), a teda kg = 3 alebo kg = 4 (zrejme potom
P53(3) = Po3(4) — presvedéte sa o tom). Tieto rozdielne pocty vyhovujucich ko suvisia
s tym, Ze uzavrety interval (7.19) je dizky jedna.

Priklad 7.13. V urne su Styri ¢ierne a Sest bielych guliek. Nahodne z nej vytiahneme 1)
bez vrétenia; 2) s vratenim paf guliek. Uréme a) pravdepodobnost toho, Ze sme vytiahli
prave Styri biele gulky; b) najpravdepodobnejsi pocéet vytiahnutych ¢iernych guliek.

RieSenie. 1a) Zrejme ide o pripad (7.5), kde M =10, K =6 , N = 5 a = 4. RieSenim je

<6) (4)

4)\1 5

~ANT = 57 ~ 02381,
5

1b) Medzi piatimi vytiahnutymi gulkami moézu byt nula az Styri ¢ierne gulky. Opéit




pouzijeme (7.5), ale teraz je K = 4. Vy¢islime pit pravdepodobnosti:

4 6
z)\b—2x
P(z) = ST e pre z € {0,1,2, 3,4}
(5)
a zistime, pre ktoré z je zodpovedajica pravdepodobnost najvicsia. Priamy vypodet by

bol trochu zdlhavy, ale v MATLABe ziskame tieto pravdepodobnosti pomocou funkcie
hygepdf (0 : 4,10,4,5). Ziskané vysledky su v tabulke:

z | o | 1 | 2 | 3 | 4
P(z) || 0,0238 | 0,2381 | 0,4762 | 0,2381 | 0,0238

Pravdepodobnost P(2) je najvécsia, a preto najpravdepodobnejsi pocet vytiahnutych
Ciernych guliek je x = 2.

2a) Pod vyberom guliek s vratenim rozumieme to, Ze ndhodne vytiahneme jednu gulku,
zistime jej farbu a vratime ju do urny. Druht gulku vyberdme rovnakym spdsobom a po
zisteni farby ju vratime do urny. Takto pokracujeme aj pri dalsich gulkidch az kym nevy-
tiahneme piatu gulku. Je zrejmé, Ze pred kazdym novym tahom gulky je systém podmienok
rovnaky, a teda ide o pitkrat opakované nezavislé pokusy, na ktoré moézeme aplikovat Ber-
noulliho vzorec, pricom n = 5 a A je jav, ktory spociva v tom, Ze ak z danej urny ndhodne
vytiahneme jednu gulku, tak bude biela. Teda P(A) = p = £ = 0,6. Z piatich nahodne
vytiahnutych guliek majt byt Styri biele, t. j. jav A m& nastat Styrikrat a teda k = 4.
Takto je potrebné urcit z (7.17) hodnotu P5(4) :

5
Ps(4) = ( 4) -0,6%-0,4°~* = 0,2592.
2b) Mohli by sme postupovat obdobne ako v ¢asti 1b) a vydéislit vSetky pravdepodob-

nosti Ps(k) (teraz je ovSem p = 0,4) alebo v prostredi MATLABu ich ziskat pomocou
binopdf (0 : 5,5,0.4). Dostali by sme:




E ] o | 1 | 2 | 3 | 4 | 5
P5(k) || 0,0778 | 0,2592 | 0,3456 | 0,2304 | 0,0768 | 0,0102

Hodnota Ps(2) je najviicsia, a preto najpravdepodobnejsi pocet vytiahnutych ¢iernych
guliek je dva. K tomuto zaveru sme mohli dospiet aj pomocou (7.19):
ko € (5-0,4—0,6; 5-0,4+0,4) = (1,4; 2,4), ¢o znamena, ze ko = 2.

Priklad 7.14. V urne st Styri éierne a Sest bielych guliek. V prvom kroku z nej ndhodne
vytiahneme s vratenim dve gulky. Ak obe gulky boli rovnakej farby, tak do urny priddme
tri gulky, ktoré maja taka farbu akt mali dve vytiahnuté gulky, ale ak st roznofarebné,
tak v urne nezmenime konstelaciu guliek. V druhom kroku nédhodne vytiadneme z urny
bez vratenia pif guliek. Uréme pravdepodobnost toho, Ze vSetky tieto gulky budu éierne.

Riesenie. Pre prvy krok aplikujeme Bernoulliho vzorec: nech k je pocet vytiahnutych
Clernych guliek. Potom n = 2, p = 0,4 a podla (7.17) je

2

P,(0) = 0,62 =0,36; Py(1) = <1

) 0,4-0,6 =0,48; P»(2) =0,42=0,16.

Pre druhy krok uvazujme hypotézy, ktoré sii urcéené vysledkom prvého kroku:

e nech Hj je hypotéza, ze sme v prvom kroku vytiahli dve biele gulky. Potom P(H;) =
= P5(0) = 0,36 a v urne mame Styri ¢ierne a devét bielych guliek;

e nech Hy je hypotéza, ze sme v prvom kroku vytiahli dve roznofarebné gulky. Potom
P(H;) = P5(1) = 0,48 a v urne méame Styri ¢ierne a Sest bielych guliek;

e nech Hj je hypotéza, Ze sme v prvom kroku vytiahli dve ¢ierne gulky. Potom P(Hs) =
= P5(2) = 0,16 a v urne méme sedem ¢iernych a Sest bielych guliek.




Ak A je jav, ktory spociva v tom, Ze v druhom kroku nédhodne bez vratenia vytiahneme
pét ciernych guliek, tak

7\ (6
P(A|H,) =0, P(A|Hy) =0, P(A|Hz3)= % = é.
5

Na zéklade vety o tplnej pravdepodobnosti je P(A) = 0,16 - 7= ~ 0,0026.

429
Ulohy
7.1. Uréte pravdepodobnost toho, Ze pri hode dvoma hracimi kockami je a) stcet; b) stéin;
¢) absolutna hodnota rozdielu po¢tu padnutych bodov styri. [a) 35 b) 55 ©) 5]

7.2. Urcte pravdepodobnost toho, ze ndhodne zvolené ¢islo z celych éisel 1 az 800, je de-
litelné a) trojkou; b) trojkou alebo Stvorkou; c) trojkou alebo Stvorkou alebo pétkou; d)

$tvorkou alebo Sestkou. [2)332; b)3; c)2; d) 23]

7.3. Cislice 1, 2, 3, 4, 5 st po jednej napisané na piatich listkoch. Ndhodne vyberieme tri
listky a ulozime ich vedla seba. Uréte pravdepodobnost toho, ze takto vzniknuté trojciferné
¢islo bude parne. [0,4]

7.4. V urne je osem guli oéislovanych od 1 do 8. Ak4 je pravdepodobnost toho, Ze pri pr-
vych piatich ndhodne vytiahnutych guliach bude poradové ¢islo tahanej gule vzdy totozné

s ¢islom na vytiahnutej guli? bez vratenia) alebo =si— (s vratenim)]

1
[W ( 32768




7.5. Na policke je ndhodne polozenych 17 réznych knih, medzi ktorymi je trojdielny roméan.
Uréte pravdepodobnost toho, Ze a) diely roménu st postavené vedla seba; b) diely romanu
st usporiadané podla naviznosti zlava doprava. [a) 355 D) 535)

7.6. V lotérii MATES sa zrebuje 5 éisel z 35. Aké je pravdepodobnost toho, Ze ak hraé
5 30
natipuje 5 ¢isel, tak z vyzrebovanych ¢éisel uhddne prave k € {0, 1,2, 3,4, 5} Cisel? [%%}

5

7.7. Kontroléri posudzuju zasielu 50 vyrobkov ndhodnym vyberom piatich vyrobkov. Ak
najdu aspon jeden chybny vyrobok, tak cela zasielka je vratend vyrobcovi. Urcte pravde-
podobnost toho, ze zasielka bude vratena, ak vieme, ze obsahuje: a) 10 %; b) 2 % chybnych
45 49
vjrobkov. a)1—8) ~ 04234 b) 1 (&) = 0,1}
) (%)
7.8. Zo séril s € {30, 60, 90, 120, 150} kusov vyrobkov, v ktorych sa nachiddza po 16
nepodarkov, ndhodne vyberieme na kontrolu kvality 11 vyrobkov. Uréte pravdepodobnost
(15)(51‘-12)}
(1)

7.9. V obchode je 38 vyrobkov od dodavatela A a 22 vyrobkov od dodavatela B. Zakaznik
si ndhodne vybral 10 vyrobkov. Uréte pravdepodobnost toho, zZe: a) 7 z nich je od dodé-
vatela A; b) najviac 4 vyrobky st od A; c) vSetky st od toho istého dodavatela; d) aspor
jeden vyrobok je od B. [a) 0,2578; b) 0,0954; ¢) 0,0063; d) 0,9937]

toho, Ze medzi vybranymi vyrobkami bude prave k € {0, 1,2, 3,4} nepodarkov. [

7.10. Uréte pravdepodobnost toho, Ze pri hode dvoma hracimi kockami padne: a) prave
jedna Sestka; b) asponl jedna Sestka; c¢) nepadne ziadna Sestka; d) padnd obe Sestky; e)
ako 10; j) stcet delitelny tromi; k) stcet delitelny Siestimi.
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7.11. Uréte pravdepodobnost toho, Ze pri hode tromi hracimi kockami padne sicet bodov:

a) viacsi nez pit; b) mensi ako osem. [a) 122 b) 23]

7.12. V zésielke je 80 % Standardnych vyrobkov. Zo Standardnych vyrobkov je 45 % vy-
robkov mimoriadnej kvality. Uréte pravdepodobnost toho, Ze ndhodne vybrany vyrobok
z tejto zasielky je mimoriadnej kvality. [0,36]

7.13. Nech 4 : 6 : 5 : 5 je pomer poc¢tu vyrobkov vyrobenych na styroch strojoch. Pravde-
podobnost produkcie vyrobku prvej akosti je pre jednotlivé stroje v danom poradi takato:
0,7; 0,6; 0,8 a 0,7. Uréte pravdepodobnost toho, Ze ndhodne vybrany vyrobok je prvej
akosti. [0,695]

7.14. Telegrafné vysielanie sa sklada zo signalov bodka a ¢iarka. Pri prenose tychto signalov
sa skresli v priemere kazd4 $tvrtd vyslana bodka a kazda piata vyslana ¢iarka (t. j. prijme
sa opa¢ny signal nez bol vyslany). Je zname, Ze poc¢ty vysielanych signalov bodka a ¢iarka
st v pomere 5 : 3. Uréte pravdepodobnost toho, Ze bol vyslany: a) signél bodka, ak bola

prijatda bodka; b) signal ¢iarka, ak bola prijata Giarka. [a)%; b)%]

7.15. V krabici je 8 lopticiek, z nich st 3 nové. Pre prva hru sa z krabice ndhodne vybera
2 lopticky, ktoré sa po hre vratia spiat do krabice. Pre druhti hru sa z tejto krabice opit
vybert dve lopticky. Ak4 je pravdepodobnost toho, Ze obidve uz boli pouzité? [0,4949]

7.16. Z urny, ktord obsahuje 6 ¢iernych a 9 bielych guli, ndhodne vyberieme jednu gulu.
Potom ju vratime naspit a pridame este 9 guli tej istej farby, akej bola vytiahnuté gula.
Ak je pravdepodobnost toho, Ze potom vytiahneme z urny bielu gulu? [0,6]

7.17. 50 % studentov Studuje priebezne pocas semestra. Z nich 90 % urobi skusku v riadnom




termine. Skusku v riadnom termine urobi 55 % zo vSetkych Studentov. Ak4 je pravdepo-
dobnost toho, Ze Student, tspesny v riadnom termine, Studoval priebezne pocas semes-
tra? [0,8182]

7.18. Ak je pravdepodobnost toho, Ze pri nezévislom hode tromi hracimi kockami padne

na jednej ¢islo 3 alebo 4, na druhej parne ¢islo a na tretej neparne ¢islo? [%]

7.19. V jednej urne je 1 biela a 2 éierne gulky, v druhej urne st 3 biele a 1 éierna a v tretej
urne su 2 biele a 3 ¢ierne gulky. Z kazdej urny ndhodne vytiahneme po jednej gulke. Urcte
pravdepodobnost toho, Ze: a) 2 gulky budu biele a 1 ¢ierna; b) vSetky tri buda rovnakej

farby. [2)23; b) <]

7.20. Styria $tudenti sa nezavisle na sebe snazia vyriesit tlohu. Prvy student vyriesi ilohu
s pravdepodobnostou 0,6, pre dalsich st pravdepodobnosti tispesného vyriesenia tilohy 0,55,
0,45 a 0,5. Aké je pravdepodobnost toho, Ze tloha bude vyrieSend: a) vSetkymi Studen-
tami; b) vobec nebude vyrieSend; ¢) aspoii jednym Studentom; d) préve troma Studentami;
e) aspoii dvoma? [a) 0,0743; b) 0,0495; ¢) 0,9505; d) 0,2753; e) 0,725843]

7.21. Pravdepodobnost toho, ze basketbalista trafi do kosa je 0,7. Uréte pravdepodobnost
toho, Ze basketbalista pri Siestich nezéavislych hodoch: a) aspon raz trafi do kosa; b) préve
dvakrat trafi do kosa; c¢) asponi dvakrat trafi do kosa. d) Najpravdepodobnejsi pocet trafent
do kosa v sérii dvadsiatich nezavislych pokusov.  [a) 0,9993; b) 0,0595; c) 0,9891; d) 14]

7.22. Do siete je zapojenych 24 odporov. Lubovolny z nich je v bezchybnom stave s pravde-
podobnostou 0,8. Uréte pravdepodobnost toho, Ze: a) aspoii jeden z odporov je pokazeny;
b) najmenej Sest a nie viac ako pétnast odporov je v bezchybnom stave; ¢) najmenej Sest
alebo nie viac ako desat odporov je v bezchybnom stave; d) pravdepodobnost najpravde-




podobnejsieho poctu bezchybnych odporov. [a) 0,9953; b) 0,0362; ¢) 1; d) 0,196]

7.23. Co je pravdepodobnejsie pri hddzani mincou: a) hodit dvakrat rub pri styroch hodoch
alebo hodit trikrat rub pri 6 hodoch; b) hodit aspoii trikrat rub pri Styroch hodoch alebo
hodit najmenej péatkrat lice pri 8 hodoch? [a) 0,375 > 0,3125; b) 0,3125 < 0,3633]

7.24. Pravdepodobnost toho, Ze pri Styroch nezavislych pokusoch nastane jav A prave dva-
krat je rovna 0,1536. Aké je pravdepodobnost toho, Ze pri $iestich nezéavislych pokusoch

nastane jav A aspoii dvakrat, ak vieme, ze P(A) < P(A)? [0,3446)

7.25. Z urny, v ktorej je 20 bielych a dve ¢ierne gulky, sa taha po jednej gulke, pri¢om sa
po kazdom tahu gulka vrati spat do urny. Uréte najmensi pocéet fahov, pri ktorom bude
pravdepodobnost vytiahnutia aspori jednej ¢iernej gulky vécésia ako 0,5. 8]

7.26. a) Najmenej kolkokrat treba hodif hracou kockou, aby pravdepodobnost toho, Ze
aspon raz padne Sestka, bola viésia ako 0,77 b) Aspori kolkokrat treba hodit dvoma hra-
cimi kockami, aby pravdepodobnost toho, Ze aspoii raz padne stcet 12, bola aspori 0,57 ¢)
Kolkokrat treba hodit hracou kockou, aby najpravdepodobnejsi pocet padnutych Sestiek
bol 327 [2) 7; b) 25; ¢) 191 < n < 197]

7.27. Ziarovky st zapojené podla schémy na obrazku a) 7.3; b) 7.4. Pri kazdej Ziarovke je
uvedend pravdepodobnost toho, Ze je dobra. Urcte pravdepodobnost toho, Ze z bodu C' do
bodu D bude pretekat prad. [a) 0,6740; b) 0,5521]

7.28. Ziarovky st zapojené podla schémy na obrazku 7.5. Pri kazdej Ziarovke je uvedens
pravdepodobnost toho, Ze je dobra. Klu¢ K je s rovnakou pravdepodobnostou zapojeny
prave v jednej z troch moznych poloh. Urcte pravdepodobnost toho, Ze z bodu C' do bodu
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D bude pretekat prud. [0,6198]







8.

8.1.

Nahodna premenna (velic¢ina)

Pojem nahodnej premennej

Pojmy premennd a hodnota premennej st v matematike vSeobecne zname. Pod nahodnou
premennou budeme rozumiet takt premenni, ktord svoje hodnoty nadobtda ndhodne.
Uvedieme niektoré priklady nahodnej premennej:

1.

Stcet bodov hodenych napr. na troch beznych hracich kockdch (mozné hodnoty:
3,4,...,18);

pocet Studentov, ktori sa ziucastnia na celej konkrétnej prednaske (mozné hodnoty:
nula, jedna, dva, ...kapacita poslucharne resp. pocet vSetkych studentov);

pocet uhddnutych éisel v konkrétnej ¢iselnej lotérii alebo vyska penaznej vyhry (Gas-
tejsie prehry) tipujiceho v tejto lotérii;

. poc¢et hodov kockou po padnutie prvej Sestky (mozné hodnoty: 1,2,3,...);

skutoéna pohotovostnd hmotnost osobného auta, ak vyrobca ju udava 400 £+ 2kg
(mozné hodnoty su z intervalu (398, 402));

doba, pocas ktorej je Student schopny rozumief vykladu uditela na trojhodinovej
prednédske (mozné hodnoty su z intervalu (0, 3)).

Vzhladom na dostupny matematicky aparat uvedieme len intuitivnu definiciu ndhodnej
premennej: v elementarnej teérii pravdepodobnosti pod ndhodnou premennou alebo
nahodnou veli¢inou rozumieme kazdé zobrazenie X : v — R, kde 7 je mnoZina ele-
mentarnych javov pravdepodobnostného pola [y, 7, P] a R je mnozina redlnych ¢isel. Pre
kazdy elementarny jav E je zrejme X (E) nejaké redlne éislo, ktoré nazyvame hodnotou
nahodnej premennej pre elementarny jav E alebo skritene hodnotou nahodnej
premennej.




N&hodné premennd teda priradi v pravdepodobnostnom poli [y, 7, P] kazdému elemen-
tarnemu javu nejaké redlne ¢éislo. Tym aj kazdému javu A € 7 priradi ist ¢iselntt mnozinu,
ktora je tvorena z tych realnych ¢isel, ktoré su priradené tym elementarnym javom, na ktoré
sa jav A rozklad4. Nebudeme hlbsie skiimat tuto ¢iselnit mnozinu.

Néhodné premenné budeme oznacovat velkymi pismenami X, Y, Xy, X5, ...a hodnoty
nédhodnych premennjch malymi pismenami z, y, 1, Z, . ... Dalej budeme predpokladat,
ze pre kazdé redlne ¢islo a vieme uréit pravdepodobnosti typu:

1. P(X = a), t. j. pravdepodobnost toho, Ze hodnota ndhodnej premennej X je rovna

¢islu a;
2. P(X £ a), t. j. pravdepodobnost toho, ze hodnoty ndhodnej premennej X nebuda
vacsie nei ¢islo a;

3. P(X € 1), t. j. pravdepodobnost toho, Ze ndhodna premenna X nadobida hodnoty
z intervalu I.

Priklad 8.1. Pri hode dvoma kockami (to je rovnocenné dvom hodom jednou koc-
kou) obsahuje mnozina elementarnych javov 36 rovnako pravdepodobnych javov E;j,
(i,7 € {1,2,3,4,5,6}), kde i je podet bodov na prvej a j na druhej kocke. Mozeme
definovat ndhodnti premennt X, ktord nadobtida hodnoty napr. stétu bodov na oboch
kockéch, t. j. vSetky mozné i + j. Tato ndhodnd premennd moze nadobudat hodnoty 2,
3, ...,12. Je zrejmé ze hodnota 2 je obrazom jediného elementarneho javu Fq1, a teda
P(X =2) = 36 Ale hodnota 4 je obrazom az troch elementarnych javov Ei3, E31 a Eao,

apreto P(X =4) =2 = &.

Rozoznavame dva typy nahodnych premennych: kazdi nahodna premenni, ktord na-
dobtida

1. kone¢ny alebo spocitatelny pocet moznych hodnét nazyvame diskrétnou nahod-
nou premenou;




2. hodnoty z nejakého konec¢ného alebo spocitatelného pocétu intervalov nazyvame spo-

Prvé $tyri ndhodné premenné z tvodu tejto Casti st diskrétne (Stvrtd ma nekonecény, ale

jitou ndhodnou premenou.

spocitatelny pocet moznych hodnot), ale piata a Siesta s spojité ndhodné premenné.

8.2.

Distribu¢na funkcia nahodnej premennej

Definicia 8.1. Distribuéna funkcia F' (CDF — Cumulative Distribution Function)
nahodnej premennej X je funkcia, ktord je pre kazdé z € R uréend predpisom

F(z) = P(X < 2). (8.1)

Veta 8.1 (Vlastnosti distribu¢nej funkcie).

1.

4.
9.

Pre kazdé © € R je 0 < F(x) < 1, t. j. obor hodnét distribuénej funkcie je pod-
mnozinou intervalu (0, 1);

lim F(z)=0 a lim F(z) =1;

T——00 T—00

. F je neklesajuca funkcia, t. j. pre kazdé a < b je F(a) < F(b);

F' je sprava spojita na celej mnozine redlnych cisel;

ak a < b, tak P(X € (a, b)) = Pla< X £b) =F(b) — F(a).”

%To nadm umoznuje zo znamej distribuénej funkcie uréovat pravdepodobnost istych javov.

Doékaz. Dokdzeme len poslednii vlastnost: nech A je jav, ktory spodiva v tom, Ze na-
hodnd premennd X nadobuda hodnoty z intervalu (—oo, a) (t. j. X € (—o0, a)), jav B, Ze
X € (a,b) ajav C, ze X € (—oo, b). Zrejme javy A a B st disjunktné a AU B = C. Podla
tretej axiémy definicie pravdepodobnosti je potom P(A)+P(B) = P(C). Ak si uvedomime,




ze P(A) = P(X £ a) = F(a), podobne P(C) = P(X < b) = F(b)aP(B)=P(a< X <b),
tak dostdvame pozadovani rovnost. O

Poznamka 8.1. V literatare je distribu¢né funkcia ¢asto definovana predpisom F(z) =
= P(X < z) (porovnaj s (8.1)). Takto definovand distribu¢na funkcia je na R spojita zlava
a 5. vlastnost ma tvar: ak a < b, tak P(X € (a,b)) = Pla < X < b) = F(b) — F(a).
Rozdielne vlastnosti, vyplyvajuce z odlisSnych definicii, sa prejavia len pri diskrétnych na-
hodnych premennych. My sme sa priklonili k verzii (8.1), lebo tak definiciu predpokladéd
MATLAB.

Priklad 8.2. Student urobi sktigku na riadny termin s pravdepodobnostou 0,7 a v pri-
pade netspechu sa uitho pravdepodobnost urobenia skiSky na opravnych terminoch zvy-
Suje o 0,1. K dispozicii ma dva opravné terminy. Uréme predpis a nakreslime graf dis-
tribuc¢nej funkcie ndhodnej premennej X, ktord nadobtuda hodnoty poctu absolvovanych
terminov Studenta na skuske.

RieSenie. Student urobi skigku na riadny termin s pravdepodobnostou 0,7 a teda P(X =
= 1) = 0,7. Uspesny je az na prvom opravnom termine s pravdepodobnostou 0,3-0,8 = 0,24,
¢o znamend, e P(X = 2) = 0,24. Trikrat sa zGcastni na skuske v pripade, Ze na prvych
dvoch terminoch bol netispesny, t. j. P(X = 3) = 0,3-0,2 = 0,06 (vSimnime si, Ze vysledok
sktgky tu nie je z hladiska pravdepodobnosti podstatny, takZe sa nedozvieme, ¢i Student
nakoniec skisku urobil alebo nie. Skoda, Ze nema k dispozicii treti opravny termin). Ziskané
vysledky mézeme zhrntut do tabulky:

mozné hodnoty ndhodnej premennej X H 1 ‘ 2 ‘ 3
pravdepodobnosti ich nadobudnutia || 0,7 | 0,24 | 0,06

Distribu¢nd funkcia ndhodnej premennej X ma podla (8.1) tento predpis




0 prez <1,
0,7 prel <z <2,

H@)= 0,94 pre2 <z <3,
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Obr. 8.1

Jej graf je zndzorneny na obr. 8.1. Lahko urobime zovSeobecnenie pre Tubovolnu dis-
krétnu ndhodnt premennti: nech sa jej vSetky mozné hodnoty {z1,zs,...,z,} = H(X)
(mnozine H(X') hovorime obor hodnét diskrétnej nahodnej premennej X) usporia-
dané podla velkosti: 1 < x93 < -+ < @, (v priklade je n = 3). Nech P(X = x;) = p;. i = 1,
2, ..., n (p; je pravdepodobnost toho, Ze ndhodna premennd X nadobudne hodnotu z;).
Potom, obdobne ako v predchadzajicom priklade, méZeme ndhodnt premennt X popisat
tabulkou:

: (8.2)

I E RN R
P(X =x;) =p; \Pl \PQ\"'\Pn

ktorej hovorime pravdepodobnostna tabulka ndhodnej premennej X (st v nej




vSetky informdcie o ndhodnej premennej: jej obor hodnét H(X) je v prvom riadku a prav-
depodobnosti p; = P(X = ;) nadobudnutia jednotlivich hodnot st v druhom riadku).

Graf kazdej distribucnej funkcie diskrétnej ndhodnej premennej X ma ,schodkovity
tvar® (obr. 8.1), pricom ku ,skoku“ o hodnotu p; moze dojst len v moznej hodnote x; né-
hodnej premennej. V pripade nekone¢ného spoéitatelného po¢tu moznych hodnét ndhodnej
premennej bude pocet tychto skokov nekonecny.

Je zrejmé, ze pre pravdepodobnosti (8.2) plati tzv. normalizaéni podmienka:

_Z pi =1, (8.3)

kde zapis n(co) znamend, Ze suma sa uvazuje po n (koneény pocet moznych hodnot nahod-
nej premennej) alebo po nekonecno (nekoneény pocéet moznych hodnot). Pre distribuéni

funkciu méme
F(z)=P(X 1) = Zpi,

t. j. hodnota distribuc¢nej funkcie v bode x je rovna suctu pravdepodobnosti nadobudnutia

.....

Poznamka 8.2. Pre spojiti ndhodnt premenni sa obmedzime na konStatovanie, Ze jej
distribuéné funkcia je spojitd na celej mnozZine redlnych cisel, je neklesajica s oborom
hodnét v intervale (0,1) (pozri napr. obr. 8.2).

8.3. Spojita ndhodna premenna a jej hustota pravdepodobnosti

V avodnej casti tejto kapitoly sme uviedli pojem spojitd ndhodnd premenna. Teraz ho
upresnime.




Obr. 8.2

Definicia 8.2. N&hodni premennti X nazyvame spojitou prave vtedy, ked existuje
takd nezdpornd a na mnozine R integrovatelna funkcia f, pre ktort plati:

F(z) = /f(t) dt, z € (—o0, 00), (8.4)

kde F je distribu¢na funkcia nahodnej premennej X . Takejto funkcii f hovorime hustota
pravdepodobnosti ndhodnej premennej X (PDF — Probability Density Function).

Nasledujtcu vetu nebudeme dokazovat.




Veta 8.2 (Vlastnosti hustoty pravdepodobnosti). Nech F je distribuénd funkcia
a f hustota pravdepodobnosti spojitej ndhodnej premennej. Potom okrem (8.4) plati:

1. ak hodnota f(z) existuje, tak f(x) = 0;
2. ak existuje derivacia F'(x), tak F'(z) = f(z), € R;

3. tzv.,normaliza¢ni podmienka“ (spojitd analdgia s (8.3)) pre hustotu pravdepodob-
nosti:

/f(fv) dz =1, (8.5)

t. j. obsah utvaru, ktory je ohraniceny grafom hustoty a osou o, je rovny jednej
(obr 8.3);

4. pre a < b je
b
Pla< X <)) :/f(x)dx:F(b)—F(a) (8.6)

t. j. pravdepodobnost toho, Ze ndhodné premennd X nadobiida hodnoty z intervalu
(a,b) je rovné obsahu plochy ttvaru, ktory je ,ohrani¢eny grafom jej hustoty nad
tymto intervalom“ (obr. 8.4);

Poznamka 8.3. Pre spojiti ndhodnt premennt naviac plati:
1. hustota pravdepodobnosti nahodnej premennej X nie je urcend jednoznacne;

2. jej distribu¢né funkcia je spojitd na celej mnozine realnych ¢isel;




obsah je 1

Obr. 8.3

Obr. 8.4

3. pre kazdé a € R je P(X = a) = 0;
4. rovnost (8.6) moézeme zovSeobecnit takto:
Pla<X<b=PasX<b=Pla<X<sb)=
b (8.7)
=Pa< X <b) = [f(z)da.

a

Skiste sa zamysliet nad tym, ¢ posledné tri vlastnosti platia aj pri diskrétnej nahodnej
premenne;.




a pre z <1,
Priklad 8.3. Majme funkciu F(z) = { bxr +ca®> prel <z <3, kdea,b,c,d st re-
d pre 3 < z,
alne konstanty. Uréme: a) pre aké hodnoty tychto konstant moze F' byt distribuénou
funkciou nejakej ndhodnej premennej X; b) predpis hustoty f tejto ndhodnej premennej;
c) PO< X £2).

RieSenie. a) Pre nasu funkciu F je

lim F(z)=a a lim F(z)=d
r— —0Q r— 00
a podla druhej Casti vety 8.1 dostaneme a = 0 a d = 1. Na intervale (1,3) nie je funkcia
F konstantnéd (okrem pripadu b = ¢ = 0 — premyslite si ho), a preto X nie je diskrétna,
ale spojita ndhodnd premenna. To znamena, ze jej distribuéna funkcia F je spojitd na R,
a teda aj v bodoch 1 a 3. Kedze

lim F(z) =0, lim F(z)=b+c, lirgl F(z)=30+9¢, lim F(z)=1,

r—1_ r—14 r—34

o] 1 3
Obr. 8.5
tak zo ststavy rovnic b+ c¢ = 0 a 3b + 9¢c = 1 dostaneme b = —% ac= %. Teda funk-
0 pre z < 1,
cia F(z) = %“”2 pre 1 <z <3, je distribuénou funkciou istej spojitej nahodnej

1 pre 3< x




premennej. Jej graf je zndzorneny na obr. 8.5 (na intervale (1, 3) je to ¢ast paraboly).
b) Hustotu pravdepodobnosti f dostaneme z bodu 2 vety 8.2:

0 pre z <1,
fl@)=1¢ 21 prel<z<3,
0 pre 3 < x.

Vsimnite si, Ze tdto funkcia nie je spojitd v bodoch 1 a 3 (nakreslite jej graf).
¢) Podla §tvrtého bodu poslednej pozndmky mame

1 2
20 — 1 1
d dz = —.
Om—i—/ 5 a8 3
1

P(0<X§2)=/2f(m)dx:/

Tento vysledok sme mohli ziskat aj pomocou (8.6):

PO <X £2)=F(@) - F(0) = —

Obr. 8.6

Priklad 8.4. Majme dany graf funkcie f na obr. 8.6, kde k € R. Uréme:
a) konstantu k tak, aby funkcia f bola hustotou pravdepodobnosti nejakej ndhodnej

premennej X;
b) predpis distribuénej funkcie tejto ndhodnej premennej;

c) P(0 < X).




Riesenie. a) Podla (8.5) je & + 2k = 1 (obsah trojuholnika plus obsah obdlznika), t
k = 0,4. Overte, ze predpis funkcie f je

04-(x+1) pre —1<z<0,
flz)=1< 04 pre 0 < x < 2,
0 pre iné z,

ktory spliia vSetky poziadavky hustoty pravdepodobnosti ndhodnej premennej X (v bode
2 nie je spojitd).
b) Na zaklade (8.4) je

e prex < —1: F(x det—O
o pre -1<2=<0: F(z f0dt+f04 (t+1)dt =0,2(z + 1)
e pre 0 S <2: F(x det+ f04 (t+1)dt+ [0,4dt = 0,2(2z + 1);
—00 0
-1 2 a8
e pre2 <1 F(x det+ f04 (t+1)dt+ f0,4dt+ f0dt =1
0 2

(nakreslite graf funkcie F).
¢) Mézeme postupovat obdobnym spésobom ako v predchadzajicom priklade: vypoétom
prislusného integralu vypoéitame obsah obdlznika, ktory uréuje graf hustoty f na intervale
(0,2), a ten je rovny 0,8.

Vsimnime si, Ze ndhodnt premennti moézeme zadat dvoma zékladnymi spésobmi:

1. distribucnou funkciou F', ktorda méa pri diskrétnej ndhodnej premennej schodkovity
charakter (jedinymi bodmi nespojitosti si mozné hodnoty x; ndhodnej premennej) a
pri spojitej ndhodnej premennej je spojita na celej mnozine realnych cisel;




2. diskrétnu ndhodni premennt tplne charakterizuje pravdepodobnostna tabulka (8.2)
a spojitda ndhodna premenna je dana svojou hustotou pravdepodobnosti f.

Jednym z tychto dvoch pristupov definujeme tzv. zakon rozdelenia pravdepodob-
nosti ndhodnej premennej (skratene rozdelenie pravdepodobnosti). Premyslite si
suvis medzi oboma pristupmi zadania zakona rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej pre-
menne;j.

8.4. Ciselné charakteristiky (parametre) nihodnej premennej

Kazda nahodna premenné je iplne charakterizovana jej zakonom rozdelenia pravdepodob-
nosti (pozri zéver predchadzajicej ¢asti). V ¢asti STATISTIKA uvidime, Ze toto rozdelenie
pravdepodobnosti nie je vzdy v praxi jednoducho ziskatelné. Preto kazdej ndhodnej pre-
mennej priradime isté tzv. éiselné charakteristiky, ktoré ndm poskytnu isté informécie
o charaktere skiimanej ndhodnej premennej. V dalsom texte budeme predpokladaf, ze
zakon rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej X je pri spojitej nahodnej pre-
mennej dany jej hustotou f a pri diskrétnej ndhodnej premennej jej pravdepodobnostnou
tabulkou (8.2), v ktorej je zahrnuty jej obor hodnot H(X) = {x1,za,...,2y,...} a prav-
depodobnosti p; = P(X = a;),i=1,2,....n....

8.4.1. Parametre polohy

Zakladnou éiselnou charakteristikou nahodnej premennej je jej strednd hodnota (hovori sa
jej aj parameter polohy):




Definicia 8.3. Nech je dany zdkon rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej
X. Pod strednou hodnotou nédhodnej premennej X rozumieme éislo E(X) (ak
existuje), ktoré je definované takto

> mip; pre diskrétnu nahodnt premennii,
B(X)={ & (8.8)
J xf(xz)dz pre spojitd ndhodni premenn.
—0o0

Strednd hodnota E(X) je v podstate priemernd hodnota ndhodnej premennej X.

Priklad 8.5. Ter¢ tvori kruh K a dve medzikruzia K; a Ks. Zasah do kruhu K je
dosiahnuty s pravdepodobnostou px = 0,7 a je hodnoteny 15 bodmi, pre medzikruZia
K, resp. K> je pravdepodobnost zésahu px, = 0,2, resp. px, = 0,1 s ohodnotenim 5,
resp. —5 bodov. Nech X je ndhodna premennd, ktora nadobuda hodnoty dosiahnutého
suctu bodov pri dvoch nezavislych vystreloch na teré. Uréme: a) zédkon rozdelenia prav-
depodobnosti ndhodnej premennej X; b) priemerny pocet dosiahnutého stiétu bodov; c)
P(X| 2 Z59).

RiesSenie. a) Je evidentné, Ze ide o diskrétnu ndhodni premenni s oborom hodnot H(X) =
= {-10,0,10,20,30}. Pocitajme pravdepodobnosti nadobudnutia jednotlivych hodnét:
napr. hodnota 0 sa dosiahne, ked prvym vystrelom dosiahneme 5 bodov a druhym —5
bodov alebo prvym —5 a druhym vystrelom 5 bodov, t. j. (ide o nezavislé javy)

P(X =0)=0,2-0,1+0,1-0,2=0,04;

hodnota 10 sa dosiahne, ked prvym vystrelom dosiahneme 15 bodov a druhym —5 bodov
alebo prvym —5 a druhym vystrelom 15 bodov alebo prvym 5 a druhym vystrelom tiez 5
bodov, t. j.

P(X =10)=0,7-0,1+0,1-0,7+0,2-0,2=0,18.




Obdobnym postupom ziskame pravdepodobnosti nadobudnutia ostatnych moznych hodnot
(overte tieto vypocty), ¢im dostaneme pravdepodobnostni tabulku

; |-10] 0 | 10 | 20 | 30
pi=P(X =1;) [/ 0,01]0,04]0,18]0,28 0,49 °

(8.9)

ktora urcuje hladany zdkon rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej X.
b) Podla (8.8) je E(X) = (-10) - 0,01 + 00,04 4+ 10 - 0,18 4+ 20 - 0,28 + 30 - 0,49 = 22.
¢) Zo struktary H(X) a ¢asti b) dostaneme

E(X)

P(IX| 2 ==) = P(X =20 V X =30) =

= P(X =20) + P(X = 30) = 0,28 + 0,49 = 0,77.

ar™> prexz > 2,
0 pre z < 2.
a € R moze byt tato funkcia hustotou pravdepodobnosti nejakej ndhodnej premennej X;
b) P(1 £ X < E(X)).

Priklad 8.6. Majme funkciu f(z) = Uréme: a) pre aka hodnotu

RieSenie. a) Pouzijeme (8.5):

a —a - a

2

a teda pre a = 8 modze byt nasa funkcia hustotou pravdepodobnosti nejakej ndhodnej
premennej X (premyslite si, ¢i st splnené ostatné poziadavky na hustotu).
b) Najskor vypocitame stredntt hodnotu E(X):

E(X) = 7mf(x)dx = 7m %dm = l_?g]oo =4.
2 2




Teda
4

P(1§X<E(X)):/f(m)dx:/a%dx: [;_f

1

4
3

1

2

K sttdiu vlastnosti strednej hodnoty a inych ciselnych charakteristik ndhodnej premen-
nej je potrebné poznat pojem funkcia ndhodnej premennej. Vysvetlime tento pojem
na diskrétnej ndhodnej premennej X, ktorej obor hodnét je H(X) = {z1, za, ..., Zn,
...}, pri¢om p; = P(X = z;). Nech je dand prostd funkcia g : R — R. Pod funkciou g
nahodnej premennej X rozumieme ndhodnt premennt Y, ktorej obor hodnot je H(Y) =
={g(z1),9(z2),...,9(xy,) ...}, pricom p; = P(Y = g(z;)) (t. j. pravdepodobnosti p; sa ne-
menia). Je prirodzené oznacenie Y = g(X) a y; = g(x;). Napriklad, ak by X bola ndhodnéa

v | -2]0 |2 |7
P(X=ux)|01]04]02]03
funkciu g : g(x) = 4z — 5 ma ndhodnd premenna Y = g(X) rozdelenie pravdepodobnosti

Yi | -13| -5| 3 | 23
PY =y)| 01 [04]02]03

premenna s rozdelenim pravdepodobnosti , tak pre

. Pre nie prosta funkciu h : h(z) = 22 — 5 m4 na-

= | -5 -1 44
P(Z=z)]04]03]03
Vsimnite si, ze P(Z = —1) = P(X = —2) + P(X = 2) = 0,3. Takto moZeme medzi né-
hodné premenné zahrnit aj tzv. konStantnii ndhodnti premennii, ktorti oznaéime C.
Ziskame ju z predchddzajucich avah volbou konstantnej funkcie g : g(x) = c.

Nasledujicu vetu nedokazujeme.

hodné premenna Z = h(X) rozdelenie pravdepodobnosti




Veta 8.3 (Vlastnosti strednej hodnoty). Nech X a Y st ndhodné premenné (nad
tym istym pravdepodobnostnym polom) a nech a a b st lubovolné konstanty. Potom

1. strednd hodnota konstantnej ndhodnej premennej A je a, t. j. E(A) = a;
2. BE(a-X+b-Y)=a-EX)+b-E(Y);
3. E(X —E(X)) =0;

4. ak graf hustoty spojitej ndhodnej premennej X je symetricky vzhladom na priamku
x = a (pre a = 0 ide o parnu funkciu), tak E(X) = a;

5. ak Z = g(X) (t. j. Z je g funkciou ndhodnej premennej X), tak

> g(z;)p; pre diskrétnu ndhodnti premenni,
EB(Z)=E(@gX)) =4 = (8.10)
| g(z)f(z)dz pre spojitt ndhodnt premennt.

Tretia cast tejto vety je dobre zndma z praxe: informuje o tom, Ze ,,priemerna odchylka
od strednej hodnoty je rovna nule“.

Poznamka 8.4. Stredna hodnota ndhodnej premennej je zahriiovand medzi tzv. ¢iselné
charakteristiky (parametre) polohy. K nim patria aj

e modus nahodnej premennej X (oznacujeme Mo(X)), ktory je definovany pre
diskrétnu ndhodnti premennu ako najpravdepodobnejsia hodnota tejto ndhodnej pre-
mennej a pre spojitit ndhodni premennt ako lubovolny bod, v ktorom jej hustota
nadobuda lokalne maximum,;

e median nidhodnej premennej X (oznacujeme Me(X)), ktory je definovany ako
¢islo, pre ktoré plati P(X < Me(X)) 2 0,5 a sucasne P(X = Me(X)) 2 0,5.




8.4.2. Parametre rozptylu (disperzie)

Lahko zistime, Ze strednd hodnota ndhodnej premennej X s rozdelenim pravdepodobnosti
z; || —0,001 | 0,001

je rovna nule. To isté plati aj pre ndhodnt premennti Y s rozdele-
Di H 0,5 ‘ 0,5

y; || 1000 | —1000
Di H 0,5 ‘ 0,5
je hodne odlisny a napriek tomu ich stredné hodnoty st rovnaké. Stredné hodnota nahod-
nej premennej je v podstate ¢islo ,,okolo ktorého je nahodna premenna koncentrovana®.
Stredna hodnota ndm nedédva informéciu o tom, ako st hodnoty ndhodnej premennej rozp-
tylené. Uzito¢né je skiimat aktsi mieru rozptylenia hodnét ndhodnej premennej okolo jej
strednej hodnoty. Na to tomu slizia tzv. parametre rozptylu, ktorymi sa budeme za-
oberat.

nim pravdepodobnosti . Obor hodnét oboch ndhodnych premennych

Definicia 8.4. Nech je dany zdkon rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej
X, ktorej strednd hodnota je E(X). Pod disperziou (rozptylom) nidhodnej premen-
nej X rozumieme ¢islo D(X) (ak existuje), ktoré je definované takto

3 (zi — E(X))?p; pre diskrétnu ndhodnt premenn,
px)={ = (8.11)
J (x — E(X))?f(z)dz pre spojiti ndhodnti premennd.

Poznamka 8.5. Pre g(z) = (z — E(X))? z (8.10) a (8.11) dostaneme

D(X) = E[(X - E(X))’ (8.12)




Veta 8.4 (Vlastnosti disperzie). Nech X je ndhodnd premennd a nech a a b st
Tubovolné konstanty. Potom

1. disperzia konstantnej ndhodnej premennej A je rovnd nule, t. j. D(A) = 0;
2. D(a-X) =a® - D(X);
3. D(a-X +b) =a*- D(X);
4. D(X) mozeme vyjadrit v tvare
D(X) = B(X?) - [B(X)] (8.13)

Dokaz. Dokazeme len posledné tvrdenie vety, ktoré sa casto vyuziva na vypocet disperzie:
D(X)=E[(X-E(X))? =E[X?-2-X-E(X)+(E(X))? = EX>)+E[-2-X -E(X)]+
+ E[(B(X))?] = E(X?) — 2 [B(X)]* + [E(X)]* = B(X?) - [B(X)]? O

Dalsim parametrom rozptylu ndhodnej premennej je jej smerodajna odchylka:

Definicia 8.5. Nech existuje disperzia D(X) nadhodnej premennej X. Pod smerodaj-
nou odchylkou ndhodnej premennej X rozumieme ¢islo o(X), ktoré je definované
takto

o(X) = VD(X). (8.14)

Poznamka 8.6. Na oznacenie strednej hodnoty, disperzie a smerodajnej odchylky sa
v pripade, zZe je jasné o akii ndhodnt premennti ide, pouziva tato struc¢nejsia verzia

E(X) = p, D(X)=0% a oX)=o0.

Ako uvidime neskor, (napr. pri norméalnej ndhodnej premennej) je uzitoény pojem:




Definicia 8.6. Hovorime, Ze ndhodné premennd X je normovanou nahodnou pre-
mennou prave vtedy, ked pre 1iu plati

E(X)=0 a D(X)=1 (8.15)

Veta 8.5 (Normovanie ndhodnej premennej). Nech X je ndhodnd premennd so
znamou strednou hodnotou a nenulovou disperziou. Potom nahodnéa premenna

_X-EB(X)

5y (8.16)

Y

je normovanou ndhodnou premennou, t. j. E(Y)=0a D(Y) = 1.

Medzi vSeobecné parametre ndhodnej premennej patria jej momenty, pomocou ktorych
mozeme vyjadrit parametre polohy aj rozptylu a dalSie parametre ndhodnej premenne;.




Definicia 8.7. Nech X je ndhodna premennd a k € {0,1,2...}. Pod zadiatoénym
momentom k-teho radu ndhodnej premennej X rozumieme &islo v, = E(X*),
. j.

n(o0)
> mfpi pre diskrétnu nadhodnt premennii,
v =EB(XF) =4 izt (8.17)
[ 2*f(z)dz pre spojitt ndhodni premennt

a pod centralnym momentom k-teho radu nahodnej premennej X rozumieme
éislo i, = E[(X — E(X))*], t. j.

) (r; — E(X))*p; pre diskrétnu ndhodnii premennt, (8.18)
oo
J (z — E(X))* f(z) dz pre spojitid ndhodnt premennt.

V praxi sa hodne vyuzivaju aj tieto dve Specialne ¢iselné charakteristiky:

Definicia 8.8. Nech X je ndhodnd premenni. Koeficient asymetrie 7(X), resp.
koeficient Spicatosti (excesu) ¢(X) ndhodnej premennej X je ¢islo

n(X) = [cr('uﬁ’ resp. e(X) = [U(/;)P — 3. (8.19)

Vjznam a podrobnejsie vlastnosti tychto ¢iselnych charakteristik si moze citatel, v pri-
pade potreby, najst v odporicanej literature.

Priklad 8.7. Vypocitajme disperziu, smerodajni odchylku a modus ndhodnej premen-
nej z prikladu 8.5.




RiesSenie. V priklade 8.5 sme zistili, ze E(X) = 22 a podla (8.11) a (8.9) je D(X) = (—10—
—22)2.0,01+(0—22)2-0,04+(10—22)%.0,18+(20—22)%-0,28+(30—22)2-0,49 = 88. Uk4Zeme
vypocet disperzie pomocou (8.13). K tomu musime ziskat rozdelenie pravdepodobnosti
néhodnej premennej X2. Presvedcte sa, Ze na zdklade (8.9) je

N

o 0 | 100 | 400 | 900

|
P(X2=4?) ]| 0,04 ] 0,19 | 0,28 | 0,49

a pre strednii hodnotu ndhodnej premennej X? je £(X?) = 0-0,04+100-0,19+400-0,28 +
+900 - 0,49 = 572 (tu sme mohli pouzit i (8.17) pre k = 2) a na zaklade (8.13) dostaneme
D(X) =572 — 222 = 88.

Pre smerodajnti odchylku dostavame: o(X) = /88 ~ 9,3808. V pravdepodobnostnej
tabulke (8.9) je 0,49 najvécsia pravdepodobnost, a preto Mo(X) = 30.

Priklad 8.8. Pre funkciu, ktora je dané predpisom f(z) = eI*| z € R, uréme: a) takt
konstantu k, aby funkcia f bola hustotou pravdepodobnosti ndhodnej premennej X; b)
P(E(X) < X < D(X)); ¢) Mo(X).

RieSenie. a) Podla normaliza¢nej podmienky (8.5) je

i i kx —9
1= /ek‘mldx:2-/ekxdx:2- [%] =

— 00 0 0

pre k < 0 (pre k > 0 integral diverguje a pre k = 0 nemoze byt f hustotou — preco?).
Odtial k = —2 (overte, Ze ziskané k vyhovuje vSetkym poziadavkdm hustoty).
b) Kedze ziskana hustota pravdepodobnosti je parna funkcia, tak podla Stvrtej casti vety
8.3 je E(X) =0 a na zéklade (8.11) je

o0 o0

D(X) = /x2~e_2‘z|dx:2-/x2-e_2wdx:

—0o0 0




_ l(—sz -2z — 1)e_2z] ~
- 2
0

Takto z modifikacie (8.6) dostaneme

P(E(X)<X <DX)=P0O0< X< %) = /efzw dr =
0

¢) UvaZovand hustota pravdepodobnosti mé jediné lokdlne maximum v bode 0, a preto

Mo(X) =0.
Ulohy

8.1. Rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej premennej X so strednou hodnotou 3,8 je dané
pravdepodobnostnou tabulkou

Uréte: a) nezndme hodnoty x5 a ps; b) disperziu a modus ndhodnej premennej X; c)
P2<SX<4)aP(l<X<09).
[a) 5 =7, ps = 0,15; b) D(X) = 2,46; Mo(X) = 4; c¢) 0,4; 0,95]

8.2. Nech X je ndhodné premennd, ktorad nadobtida hodnoty maximalneho poc¢tu hodenych
bodov na dvoch hracich kockdch. Uréte: a) zdkon rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej




premennej X; b) E(X), D(X) a Mo(X).
[a) T f i | i | g | i | j | ﬁ  b) 4,4722; 1,9715; 6
Pi || 35 | 1z | 36 | 36 | 36 | 36

8.3. V kruzku je 21 studentov, z ktorych jedna tretina Studuje s vyznamenanim. Nech X
je ndhodna premennd, ktorda nadobuda hodnoty po¢tu vyznamenanych Studentov medzi
piatimi ndhodne vybranymi Studentmi. Urcte: a) rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej
premennej X; b) E(X), D(X) a Mo(X).
[a)mi\\0\1\2\3\4\5
pi || 0,0984 | 0,3443 | 0,3756 | 0,1565 | 0,0241 | 0,0010

8.4. Ter¢ tvori kruh K a dve medzikruzia M; a Ms. Zasah do kruhu K znamena 10 bodov,
zésah do medzikruzia M; 5 bodov a do Ms znamend —1 bod. Pravdepodobnost zdsahu
kruhu K je 0,5 a pre My, resp. M> st pravdepodobnosti zasahu 0,3, resp. 0,2. Urcte:
a) rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej premennej X, ktord nadobuda hodnoty suctu

dosiahnutych bodov pri troch nezévislych vystreloch na teré; b) E(X) a D(X).
[a)‘”_‘g 3 | 8| 9 | 14] 15 | 19 ] 20 | 25 | 30 ]
pi

. b) 1,6667; 0,8889; 2

10,008 0,036 | 0,06 | 0,054 | 0,18 | 0,027 | 0,15 | 0,135 | 0,225 | 0,125 ’
b) 18,9; 54,03.

8.5. Pravdepodobnost zhotovenia standardnej stciastky je 0,9. Z vyrobenej série sucéiastok
kontrolér vyberd postupne suciastky a kontroluje ich kvalitu. Ak je suciastka kvalitna,
kontroldr vyberie dalsiu, ale vyberie najviac 5 stciastok. Ak kontrolovand stuciastka nezod-
poveda Standardu, kontrola sa zastavi a séria sa vyradi. Uréte: a) rozdelenie pravdepodob-
nosti nahodnej premennej X, ktora nadobiida hodnoty poctu kontrolovanych suciastok;
b) predpis distribuénej funkcie ndhodnej premennej X; ¢) pravdepodobnost toho, ze budi
kontrolované aspoinl tri stéiastky; d) stredni hodnotu, disperziu a modus nahodnej pre-
mennej X.




|t 2] 3 | 4 | 5 | 1
pi || 0,1 0,09 [ 0,081 | 0,0729 | 0,6561

1
0, prexz <1,
0,1, pre 1 <z < 2,
a

0,19, pre 2 < x < 3,

b) F(z) = 0271, pre3<uz <4, c) 0,81 d) 4,0951; 1,9881; 5
0,3439, pre4 < x <5,
i 1 pre 5 < z; |
pre z < —4
8.6. Dand je funkcia F(xz) = bx+c prez € (—4;2) Stanovte: a) pre aké hodnoty a,

d pre z > 2.
b, ¢, d € R je F distribu¢nou funkciu ndhodnej premennej X; b) hustotu pravdepodobnosti
néhodnej premennej X; ¢) E(X), D(X).
a) a=0, b:%, c:g, d=1;

1 _
wse={§ mIsiy o -us

k- (4x —x3) pre z € (0;2)
0 pre z ¢ (0;2).
k € R je f hustotou pravdepodobnosti ndhodnej premennej X; b) distribuént funkciu
nahodnej premennej X; c) F(X), o(X), P(1 £ X < E(X)) a P(D(X) < X £ 3).

8.7. Dand je funkcia f(z) = { Uréte: a) pre aka hodnotu

0 pre z <0
a)k=1;b) F(z)= 8”21E$4 pre z € (0;2)
1 pre z > 2;

16 . 211 . .
c) 55 155 0,0505;0,9810

8.8. Na obr. 8.7 je zndzorneny graf funkcie f. Uréte: a) konstantu k, pre ktort je funkcia




2k
k
—2 -1 1 2
Obr. 8.7

f hustotou pravdepodobnosti ndhodnej premennej X; b) E(X) a D(X). [a) 3; b) 3; 23]

8.9. Na obr. 8.8 je zndzorneny graf funkcie f. Uréte: a) konStantu k, pre ktoru je funkcia

[ hustotou pravdepodobnosti ndhodnej premennej X; b) E(X) a D(X). [a) 2; b) 43; 927

Obr. 8.8

8.10. Na obr. 8.9 je znazorneny graf funkcie f. Uréte: a) konStantu k, pre ktort je funkcia
f hustotou pravdepodobnosti ndhodnej premennej X; b) E(X) a D(X); c¢) koeficient asy-

metrie a koeficient Spicatosti ndhodnej premennej X. [a) 3;b) 0; 25 ¢) 0; —2]
8.11. Dand je funkcia f(x) = & prewZl Uréte: a) pre aka hodnotu k € R je
o . " 10 prexz<l. R J

f hustotou pravdepodobnosti ndhodnej premennej X; b) distribuént funkciu ndhodne;j




Obr. 8.9

premennej X; ¢) E(X), 0(X), P(D(X) £ X <2).
[a) k= 4; b) F(m):{ L




9. Niektoré rozdelenia pravdepodobnosti

V tejto kapitole uvedieme isty zakladny vyber rozdeleni pravdepodobnosti konkrétnych
ndhodnych premennych. Tieto rozdelenia pravdepodobnosti, sndd okrem normélneho roz-
delenia, mozu posluzit ¢itetelovi ako vhodné tillohy na samostatné overenie ich vlastnosti.
Pripominame, Ze zédkon rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premenne;j je stanoveny bud
jej distribuénou funkciou alebo hustotou pravdepodobnosti pri spojitej a pravdepodob-
nostnou tabulkou (ktord obsahuje obor hodnét ndhodnej premennej a pravdepodobnosti
s akymi ich nadobtda) pri diskrétnej ndhodnej premennej. My budeme vyuzivat druht
moznost. Po zadefinovani ndhodnej premennej uvedieme jej éiselné charakteristiky a moz-
nosti pouzitia v praxi.

9.1. Diskrétne nahodné premenné

Odporucame ¢itatelovi, aby si zopakoval zdkladné vSeobecné vlastnosti diskrétnej ndhod-
nej premennej. Pri konkrétnych rozdeleniach skuste nakreslit graf prislusnej distribucéne;j
funkcie (pripominame, Zze mé schodkovity charakter).

9.1.1. Diskrétne rovnomerné rozdelenie pravdepodobnosti
Vstupy: H(X) = {x1,22,...,2,}, t. j. n navzdjom roznych realnych cisel z;.

Definicia 9.1. Nahodné premennd X m4 diskrétne rovnomerné rozdelenie prav-
dopodobnosti prave vtedy, ked

1. jej obor hodnoét je H(X) = {z1,22,...,Zn};

2.PX=xz;)=121ie{1,2,...,n}.

Nahodna premenna X mé teda rovnomerné diskrétne rozdelenie pravdepodobnosti
prave vtedy, ak kazda z jej n moznych hodnot je rovnako pravdepodobna (typicky pri-
klad je ndhodna premennéd, ktora nadobiida hodnoty padnutého cisla pri jednom hode
hracou kockou, tu je n = 6).




Odporucame ¢itatelovi nakreslit si graf prislusnej distribucénej funkcie a premysliet si
vypocet Ciselnych charakteristik, napr.

n n

B=13n & D=13a- (A3
i=1 |

= i=1

2

S|

Normaliza¢ni podmienku (8.3) Tahko overime:

n n n

Dopi=) PX=w)=3

i=1 i=1 =1

=1

S|

9.1.2. Binomické rozdelenie pravdepodobnosti
Vstupy: Prirodzené ¢islo n a redlne ¢islo p € (0,1).

Definicia 9.2. Nahodna premennd X mé binomické rozdelenie pravdopodobnosti
s parametrami n a p prave vtedy, ked
1. jej obor hodnoét je H(X) ={0,1,2,...,n};

)px(l —p)" =% pre kazdé x € {0,1,2,...,n}. (9.1)

Pouzivame pritom oznacenie X ~ bino(n;p).

Ked porovname (9.1) s (7.17), tak zistime, Ze binomické rozdelenie tzko suvisi s n-krat
opakovanymi nezévislymi pokusmi, pricom druhy vstup p je pravdepodobnost nastatia
konkrétneho javu v jednom pokuse. Je teda aj opodstatnené konvenéné oznacenie ¢ = 1—p.
Na zéklade (7.18) plati normaliza¢nd podmienka (8.3).




Veta 9.1. Ak X ~ bino(n;p), tak

E(X)=n-p, DX)=n-pq a oX)=\npq (9:2)
Naviac:
Mo(X) = ko € (np — q, np + p). (9.3)

Dokaz. Na ukazku dokazeme, ze E(X) =n-p:

n

S N\ 4 n—z n-(n—1)-...-(n—x+1 .
E(X):inpi=§x~(x>pq :Zm' (:E(x)—l)(Zl )-pq :

=l

Substittuciou t = x — 1 a Gpravou dostaneme

n—1
n—1 _1)— _
E(X):n-p-Zx-( . )pxq(n Dt =pn.p-(p+q)" ' =n-p.
t=0

(9.3) zrejme vyplyva zo (7.19).

Priklad 9.1. 33 Zziaroviek je paralelne zapojenych do obvodu, pri¢om je zname, Ze kazda
z nich je s pravdepodobnostou 0,1 chybné. Uréme pravdepodobnost toho, Ze z tychto
Ziaroviek je a) viac chybngch ako by sme mohli v priemere o¢akévat; b) menej chybnych
ako by sme mohli s najvic¢Sou pravdepodobnostou oc¢akavat.

RieSenie. a) Nech X je ndhodna premennd, ktord nadobtda hodnoty poctu chybnych
Ziaroviek. Zrejme X ~ bino(33;0,1). V priemere moZzeme oc¢akavat E(X) =n-p = 33-0,1 =




= 3,3 chybnych ziaroviek. Teda

33
33
P(X>E(X))=P(X >33)=P(X24)=)_ (x)o,1mo,933—f” ~ 0,4231,
r=4

priéom posledny vypocéet v MATLABe ziskame funkciou sum(binopdf (4:33,33,0.1)).

b) Pocet chybnych Zziaroviek, ktory mozeme s najvéiésou pravdepodobnostou ocakévat, je
modusom nahodnej premennej X. Podla (9.3) je Mo(X) € (33-0,1-0,9, 33-0,1 +0,1) =
= (2,4;3,4), a teda Mo(X) = 3. Teda

P(X < Mo(X)) = P(X < 3) = P(X < 2) = F(2) ~ 0,3457,

kde F' je distribu¢né funkcia ndhodnej premennej X (v MATLABe vyuzijeme bud funkciu
binocdf (2, 33,0.1) alebo sum(binopdf (0 : 2,33,0.1)).

9.1.3. Hypergeometrické rozdelenie pravdepodobnosti
Vstupy: Tri prirodzené éisla M, K, N, kde N < M a K < M.

Definicia 9.3. Nahodna premennd X mé hypergeometrické rozdelenie pravde-
podobnosti s parametrami M, K a N prave vtedy, ked
1. jej obor hodnét je H(X) = {max{0, K — M + N},..., min{K, N}};

2. P(X=ux)= % pre kazdé z € H(X). (9.4)
N

Pouzivame pritom oznacenie X ~ hyge(M, K, N).




Toto rozdelenie pravdopodobnosti charakterizuje model, v ktorom je dany stbor M
objektov, pricom K z nich ma ur¢iti vlastnost a ostatnych M — K tuto vlastnost nema.
Ak z tohto siboru bez vratenia ndhodne vyberieme N objektov, tak (9.4) ndm poskytuje
pravdepodobnost toho, ze medzi vybratymi bude prave x objektov mat uvazovana vlast-
nost. Odportacame zopakovat si rieSené ulohy vyuzivajice rovnost (7.5). VSimnite si, Ze
usporiadanie vstupov v oznaceni hyge(M, K, N) je v stlade s chronolégiou predchadzaja-
ceho vykladu. Poziadavky, ktoré su kladené na x, M, K, N maja svoju logiku ako z hladiska
prezentovaného modelu, tak aj z hladiska existencie kombinaénych éisel v (9.4) (preto sa
netrapte so zapisom oboru hodnét, ktory na prvy pohlad by mohol niekoho odradit).

Pre zaujimavost uvddzame bez dokazu dve ¢iselné charakteristiky:

Veta 9.2. Ak X ~ hyge(M, K, N), tak

E(X)=N-— a D(X):(

= (9.5)

M—N)-N~K( K).
M

1 —
(M-1)-M
Poznamka 9.1. V literature sa pouzivaju rozne oznacenia pre vstupy. My sme sa pri-
klonili k oznaceniu M, K, N, ktoré je pouzité v MATLABe.

9.1.4. Poissonovo rozdelenie pravdepodobnosti

Vstup: Reélne ¢islo A > 0.

Definicia 9.4. Nahodna premennid X mé Poissonovo rozdelenie pravdepodob-
nosti s parametrom \ préave vtedy, ked
1. jej obor hodnét je H(X) = {0,1,2,...} = N U{0};

T =
2. P(X=z)= Am—‘f pre kazdé = € N U {0}. (9.6)

Pouzivame pritom oznacenie X ~ poiss(A).




Tato diskrétna ndhodné premenna ma nekonecny pocet moznych hodnot. Ukazeme, ze
ide naozaj o ndhodnd premennt: pravdepodobnosti (9.6) st evidentne kladné a kedze

sz—z)\z !_ =e . (i;—f) =e et =1,

z=0

tak je splnend aj normalizacna podmienka (tu sme pouzili Taylorov rozvoj vyrazu e* so

stredom 0).

Veta 9.3. Ak X ~ poiss(N), tak

EX)=) DX)=X a oX)=VA\ (9.7)
Dokaz. Dokazeme, ze E(X) = X :

— B 00 A 0\ET 1
:Z%‘pz Zl‘ A ;m ::_1 9.1

Po krateni x a substitucii t = x — 1 dostaneme

e A -
EX)=X-e )‘-Zﬁ:)\-e Aoer =
t=0

O

Poznamka 9.2. S tymto rozdelenim pravdepodobnosti sa najcastejSie stretdvame pri
sledovani poétu vyskytov istého javu A v priebehu konkrétneho Gasového tseku (napr.
pocet impulzov, zakaznikov, zrazok Castic, telefénnych hovorov ...). Predpoklada sa, ze

1. jav A je vysledkom opakovaného systému nezavislych pokusov;




2. priemerny podet vyskytov javu A je priamo tmerny dlzke ¢asového tseku, t. j. napr.
ak sa za hodinu vyskytne v priemere 150-krat, tak za minatu sa vyskytne v priemere
2,5-krat.

Vsimnime si, Ze vstupnd hodnota A je strednou hodnotou tejto ndhodnej premennej (pozri
(9.7)) a teda uréuje jej priemernti hodnotu.

Priklad 9.2. Internetovsku stranku navstivi za sledované obdobie pocas jednej hodiny
v priemere 30 zdujemcov (mléky predpokladdme, Ze ich névstevy si nezavislé). Uréme:
I. pravdepodobnost toho, Ze v priebehu Styroch mintt navstivi tato stranku: a) jeden
navstevnik; b) aspori jeden navstevnik; c) nie menej neZ traja a menej ako jedendsti
navstevnici;

II. a) pravdepodobnost najpravdepodobnejSiecho poctu navstev stranky pocas Styroch

.....

s pravdepodobnostou aspon 0,99.

Riesenie. Nech X je ndhodna premennd, ktorda nadobtida hodnoty poctu navstev in-
ternetovskej strénky v priebehu Styroch minut. Jej strednd (t. j. priemernd) hodnota je
A =30.4 =2 (pozri predchédzajiicu poznamku a (9.7)).

Ia) Podla (9.6) mame

9l . o2
P(X =1) = —— ~ 0,2707.
Ib) Tu je vyhodnejsie pouzit opacny jav:
20 .72
P(X21)=1-P(X <1)=1-P(X =0) =1~ —5— ~08647.

Ic) Potrebujeme vypocitat P(3 < X < 11):

10 10 52 —2
2% .
PE<X<1)=Y P(X=2)=" " ~0,3233.
X
=3 r=3




ITa) Je potrebné vypocitat pravdepodobnost modusu nadhodnej premennej X, ale v pred-
chiadzajicom texte sme jej modus neuviedli (sktste o iom porozmyslat). Lahko ziskame
napr. prvych Sest hodnot P(X = z) pre x =0, 1, 2, ...5 podla (9.6) alebo v MATLABe
pomocou poisspdf (0:5,2) :

z ||l o | 1 | 2 | 3 | 4 | 5
P(X =) || 0,1353 | 0,2707 | 0,2707 | 0,1804 | 0,0902 | 0,0361

Pre 2 > 2 pravdepodobnosti P(X = z) budu klesat (viete to zdovodnit?), ¢o znameni,

7e nasa nadhodna premennd mé dva modusy: Mo(X)) € {1,2} a pozadovani pravdepo-
dobnost je 0,5414 (vid tabulka).
IIb) Nech Y je ndhodna premennd, ktord nadobida hodnoty poctu navstev internetovskej
stranky v priebehu dvadsiatich mintut. Overte, Ze jej stredna hodnota je A = 10. V tlohe
pozadujeme najst také minimélne n, pre ktoré plati P(Y < n) = 0,99. Menej efektivny
pristup by mohol spo¢ivat v tom, Ze by sme v analogickej tabulke ako v ¢asti ITa) zistili,
kedy sucet prislusnych pravdepodobnosti (pre z = 0, 1 ,2, ...) dosiahne prvykrat hod-
notu aspon 0,99. Tento postup by pre velké vysledné n bol pracny. VSimnime si, ze ak
F je distribuénd funkcia ndhodnej premennej Y, tak posledni nerovnost mozeme zapisat
v tvare P(Y £ n) = F(n) 2 0,99. Minimalnu hodnotu n, ktord jej vyhovuje, mozeme
ziskat v MATLABe pomocou poissinv(0.99,10). Dostaneme n = 18.

Premyslite si, ¢i sme nasledujacim vypoctom urobili sktsku spravnosti ziskaného vy-
sledku:

17 z . —10
10% -
PY<in =Y x—'e = F(17) = poisscdf (17, 10) ~ 0,9857,
=0 :
2107 . e 10
P(Y £18) = Z ——= F(18) = poisscdf (18,10) ~ 0,9928.




9.2. Spojité nahodné premenné
9.2.1. Spojité rovnomerné rozdelenie pravdepodobnosti
Vstup: Interval (a, b) kone¢nej dizky (nemusi byt uzavrety).

Definicia 9.5. N&dhodna premennd X mé spojité rovnomerné rozdelenie prav-
depodobnosti na intervale (a,b) prave vtedy, ked jej hustota f je uréend predpisom

h pre z € (a,b),

fz) = { 0 prex ¢ (a,b),

pre nejaké h € R. Pouzivame pritom oznadenie X ~ unif(a;b).

(9.8)

Obr. 9.1

Graf hustoty pravdepodobnosti (9.8) je znazorneny na obr. 9.1. Z vety lahko zistime,
#e 0 < h = 7= (vSimnite si (8.5) — obsah obdlznika ,nad intervalom (a,b)* je rovny
jednej). Za jednoduché cvi¢enie povazujeme najdenie predpisu pre distribuéna funkciu F:
z (8.4) mame
x

—pre z € (—00,a) : F(:z:)z/OdtzO;

—00




W=
= b) dt dt =
pre x € (a, /0 +/b—a —

—prez € (b,o00): F(z) /0dt—|—/—dt—|—/0dt=1.

Graf tejto funkcie je znazorneny na obr. 9.2.

Obr. 9.2

Poznamka 9.3. Rovnomerné rozdelenie pravdepodobnosti (privlastok ,spojité“ sa oby-
¢ajne vynechdva) mé ndhodnd premennd, ktord nadobida hodnoty len na konkrétnom
intervale kone¢nej dlzky, pricom pravdepodobnost toho, ze jej hodnota sa vyskytne v Tu-
bovolnom podintervale tohto intervalu, je priamo tmerné dlzke podintervalu. Tento fakt
sa zvykne formulovat aj takto: ,vSetky hodnoty nadhodnej premennej z daného intervalu
su rovnako pravdepodobné®.

Skiiste sa presved¢it o svojich schopnostiach a dokazte, ze plati:

Veta 9.4. Ak X ~ unif(a,b), tak

a _a2 —a
B(x) =28 puy= =9, a()():;—\/§

~ 0,2 - (b—a). .
5 2 0,2887 - (b—a) (9.9)




Priklad 9.3. Na elektrickom vedeni dlzky L moZe na kazdom mieste dojst k poruche
s rovnakou pravdepodobnostou. Vypodéitajme pravdepodobnost toho, ze k poruche dojde
na jeho Tubovolnom tseku dizky ¢, kde ¢ < L.

Riesenie. Elektrické vedenie mozeme ,ulozit“ na interval (a,b) = (0, L). Teda b —a = L.
Nech X je ndhodna premennd, ktord nadobuda hodnoty z intervalu (0, L), ktoré udavaji
miesto poruchy. Podla vyssie uvedenej poznamky mozeme tsek dizky ¢ ,ulozit“ napr. na
interval (0, £). Porucha nastane na skiimanom tseku prave vtedy, ked 0 < X < /. Takto
z (8.6) a (9.8) dostaneme

14

S

L
ngxgmz/
0

9.2.2. Exponencialne rozdelenie pravdepodobnosti
Vstup: Kladné reédlne ¢islo .

Definicia 9.6. Nahodna premenné X mé exponencialne rozdelenie pravdepodob-
nosti s parametrom \ préve vtedy, ked jej hustota f je urcend predpisom

@
>|8

% pre x = 0,
flz) = (9.10)
0

pre z < 0.

Pouzivame pritom oznacenie X ~ exp()\).

Graf hustoty (9.10) je na obr. 9.3. UkdZeme, Ze naozaj ide o hustotu pravdepodobnosti:




>|—

Obr. 9.3

je evidentné, ze f = 0 pre kazdé z € R. Overime normalizaénti podmienku (8.5):

Oo1 _z _z]o®
/f(x)dx— /de—i—/xe Adx—O—i—{—e )\}0 =1,
—00 —00 0

lebo A > 0 (platilo by to aj pre A < 07). Je teda splnend aj normalizaénid podmienka, a
preto (9.10) je hustotou pravdepodobnosti.

Overte, Ze (analogickym postupom ako pri rovnomernom rozdeleni) predpis pre pri-
slusnu distribuént funkciu je (graf je na obr. 9.4):

{0 pre x < 0,

Flz) = (9.11)

1—e 2 pre = = 0.
Integrovanim metédou per partes a pomocou 1'Hospitalovho pravidla dostaneme:
Veta 9.5. Ak X ~ exp()), tak
E(X)=), DX)=X a oX)=A\ (9.12)
Poznamka 9.4.

1. S exponencialnym rozdelenim pravdepodobnosti tizko stuvisi problematika Zivotnosti
zariadeni, uréovanie zarucnej lehoty na vyrobok atd.




Obr. 9.4

2. Podla (9.12) je E(X) = A > 0. Potom na zaklade (8.6) a (9.11) dostaneme:
PEX)SX)=PA<X<x)=F(0)—-F)\)=0-(1-e1)=e"!~0,3679,
t. j. pravdepodobnost toho, Ze ndhodna premennd (s exponencidlnym rozdelenim
pravdepodobnosti) nebude mensia nez jej strednd hodnota je vzdy rovna konstante

e

Priklad 9.4. Doba zivotnosti vyrobku mé exponencidlne rozdelenie pravdepodobnosti
so strednou hodnotou 200 hodin. Uréme: a) pravdepodobnost toho, ze vyrobok bude
funkény aspoti 300 hodin; b) pravdepodobnost toho, Ze vyrobok nebude funkény dlh-
sie ako je jeho priemernd doba Zivotnosti; ¢) maximalnu zaruéni dobu z, ktora chce
poskytnit jeho vyrobca, ak priptsta maximalne 5 percent reklamacénych vyrobkov.

Riesenie. Nech T' je ndhodna premenna, ktora nadobtida hodnoty Zivotnosti vyrobku. T’
mé exponencidlne rozdelenie pravdepodobnosti, a preto F(T) = 200 = X a X ~ exp(200).
a) Chceme vypodcitat P(T = 300). Uvadzame jeden z moznych postupov:

P(T 2300) =1—P(T <300) =1—P(T <300) =1—F(300) =1— (1—e %) ~ 0,2231

(druhé rovnost plati vo vSeobecnosti len pre spojiti ndhodni premennt).

b) Priemerna doba Zivotnosti vyrobku je vlastne strednou hodnotou ndhodnej premennej 7.
Takto podla druhej éasti pozndmky dostaneme: P(T < E(T)) = P(T < 200) = F(200) =
=1-e!~0,6321.




c¢) Je potrebné ur¢it také maximalne z, aby platila nerovnost P(T < z) < 0,05, ¢o vzhladom
na to, Ze pre distribuénd funkciu mdme P(T < z) = F(z), dava F(z) < 0,05. Odtialto z
mozeme urdit na zaklade (9.11) alebo v MATLABe pomocou ezxpinv(0.05,200). Dostaneme,
ze z je nanajvys 10,2587 hodin. Vjrobca by asi dal zaruku na 10 hodin.

9.2.3. Normalne (Gaussovo) rozdelenie pravdepodobnosti

Vstupy: Dve redlne ¢isla p a o > 0.

Definicia 9.7. Nahodnd premennd X mé normaélne (Gaussovo) rozdelenie prav-
depodobnosti s parametrami y a ¢ > 0 prave vtedy, ked jej hustota f je urcend
predpisom

1 (@=—p)?

f(zx) = e~ 207 pre kazdé x € R. (9.13)
oV2m

Pouzivame pritom oznacenie X ~ norm(u,o) alebo X ~ N(p,a).”

9Toto odpovedé syntaxi MATLABu. V literattre sa pouziva aj oznacenie X ~ N(u,02).

Obr. 9.5

Graf hustoty (9.13) je zndzorneny na obr. 9.5. Nezépornost tejto funkcie je evidentna,




ale overenie normaliza¢nej podmienky (8.5)

o oo

1 (@—p)*
flz)dx = e dr =1 pre kazdé pao >0 9.14
2
Vs

oV2m

naraza na problém, ktory spoéiva v tom, Ze primitivna funkcia (teda aj integral) k funkecii
(9.13) nie je elementdrna funkcia (zaujemca si moéze najst overenie normalizacnej pod-
mienky v odporacanej literattre). Z rovnakého dovodu sa musime uspokojit s tymto pred-
pisom pre distribuént funkciu (graf je na obr. 9.6):

x

1 (t—p)?
Fz)=P(X <a)=——— [ e 22 dt  prekazdé z € R. (9.15)

Obr. 9.6

Vypocdet tychto funkénych hodnét si ozrejmime neskor.?
Bez vidsich problémov by sme mohli dokazat, ze plati:

3V MATLABe ziskame hodnotu F(z) pomocou normcdf(z, i, o)




Veta 9.6. Ak X ~ norm(u, o), tak

EX)=p,  DX)=0> a oX)=o0. (9.16)

Teda pre X ~ norm(u,o) je vstupny parameter p strednou hodnotou a parameter o
smerodajnou odchylkou ndhodnej premennej X.

Normovanim néhodnej premennej X ~ norm(u,o) podla vety dostaneme ndhodnt
premenntui
X —p

o

Y =

so strednou hodnotou E(Y) = 0 a disperziou D(Y) = 1, ind¢ povedané Y ~ norm(0,1).
Hustota pravdepodobnosti ¢ ndhodnej premennej Y je zrejme dana predpisom

1 2
o(y) = E e pre kazdé y € R (9.17)

a jej distribuéné funkcia ® predpisom*
y
= / %4 kaidé y € R 9.18)
P(y) = — e 2du re kazdé y € .
() Wir p y

(nakreslite grafy tychto funkcii). Cislo ®(y)® uréuje obsah vysrafovaného titvaru na obr. 9.7.
Funkcia ¢ je parna a plati pre fiu normaliza¢nd podmienka (8.5). Odtial dostaneme pre
distribuéna funkciu ® uzito¢nu informaciu:

1
®(—y)=1—-®(y) prekazdéy € R, <§peciélne 3(0) = 5). (9.19)
4Funkcia ® stvisi s tzv. chybovou funkciou (error function) erf(z) = % D e—t*dt.

5V MATLABe ziskame hodnotu ®(y) pomocou normcdf(y,0,1) alebo normcdf(y)




graf ¢

Obr. 9.7

Po substiticii w = t—;’i mozeme (9.15) zapisat v tvare

F(z) = L /e_gdu:i)(x_ﬂ) (9.20)

Veta 9.7. Ak X ~ norm(u,o), tak pre lubovolné a < b plati
Pla<X<b)=PasX<b=PasX<bh=
9.21
— Pla< X <b) = P55t < X0 < bo) —p(to) —p(25). 521

o

Dokaz. KedZze ide o spojitii ndhodnti premenni, tak prvé tri rovnosti platia na zaklade
(8.7). Zo vztahu (8.6) je P(a < X £ b) = F(b) — F(a), ¢o vzhladom na (9.20) déva poza-
dovant rovnost (9.21). O




Veta 9.8. Ak X ~ norm(u, o), tak pre lubovolné £ > 0 plati
P(|X—u|<5)=P(u—s<X<u+s):2.<1>(§)—1, (9.22)

Specialne pre € = 30 je

P(|X —pl<30)=P(p—30 <X <p+30)=2-9(3)—1~0,9973 (9.23)
Doékaz. Aplikujme predchadzajicu vetu prea =py—cab=pu+e:
Plu—e< X <p+e) = o(EEETH) _g(HZE2M) _g(E) _g(-2),
o o o o

Ak tu pre y = £ pouzijeme (9.19), tak dostaneme

1-9(Z)] -2:9(8) 1

¢o je (9.22). Odtial rovnost (9.23) je trividlna. K vyslednej pravdepodobnosti potrebujeme
poznat hodnotu ®(3) — ziskame ju bud z tabulky funkénych hodnoét funkcie @ (je Stan-
dardnou prilohou beznej literatury) alebo v MATLABe pomocou normedf(3). O

P(,u—s<X<u—|—€):<I>(§)—

Poznamka 9.5. Pomocou (9.23) sa v praxi zvykne takto formulovat tzv. pravidlo troch
sigma: v rozpiti (intervale) p + 30 lezia takmer vSetky hodnoty (presnejsie 99,73 %)
ndhodnej premennej X ~ norm(u, o).

Predpokladajme, Zze Y je ndhodna premenné, ktora ma normované normalne rozdelenie
pravdepodobnosti, t. j. Y ~ norm(0,1) s distribuénou funkciou (9.18). Nech « € (0,1) je
dané redlne ¢islo. Skiimajme existenciu takého ¢isla k,,, pre ktoré plati®

P(Y| > ko) = a. (9.24)

6Modifikacia tejto tlohy stvisi s pojmom kvantil, ktory je definovany pri intervalovych odhadoch pa-
rametrov.




(graficky vyznam tejto rovnosti je znézorneny na obr. 9.8).

Obr. 9.8

Pomocou opac¢ného javu mozeme (9.24) zapisat v tvare
P(—ka SY S ko) =1—a (9.25)
a kedZe ide o spojiti ndhodna premennt, tak z (9.22) dostaneme (u=0a o =1)
P(—ky SY S ko) =2 0(ky) — 1.
Z poslednych dvoch rovnosti je 1 — a = 2 - &(k,) — 1. Jednoduchym vypoctom ziskame

®(ky) =1—§, Co znamenad, ze (pozri obr. 9.8)

ko = &1 (1 - %) (9.26)
kde ®~! je inverzna funkcia k distribu¢nej funkcii (9.18). V matematickej statistike sa kq
zvykne oznacovat takto

ko = yl_% (927)

Priklad 9.5. Hmotnost vyrabaného zévazia mé normélne rozdelenie pravdepodobnosti
so stredou hodnotou 10 g, pricom vyrobca uvadza jej smerodajnt odchylku 0,02 g. Uré¢me

.....

nez 10,03 g; b) mensiu ako 9,99 ¢g; ¢) aspori 10 g a nie viac ako 10,05 g.




Riesenie. Nech X je ndhodna premennd, ktora nadobtuda hodnoty skuto¢nej hmotnosti
zaktpeného zévazia. Zrejme X ~ norm(10,0.02).

a) Chceme uréit P(X > 10,03). Podla predchadzajiceho vykladu skiuste zdovodnit kazda
z nasledujtcich rovnosti:

P(X >10,03) =1 — P(X <10,03) = 1 — F(10,03) =
10,03 — 10
0,02

kde hodnotu ®(1,5) sme ziskali v MATLABe pomocou normedf(1.5).
b) Hladdme P(X < 9,99). Obdobne ako v a) je

—1- <I>( ) =1-3(1,5) ~ 1 — 0,9332 = 0,0668,

P(X <9,99) = P(X < 9,99) = F(9,99) ~ 0,3085,

kde tentoraz sme F'(9,99) uréili pomocou normedf(9.99, 10, 0.02).
c¢) Podla (9.21) je

Mol ooy

— ©(2,5) — (0) ~ 0,4938,
kde ®(2,5) = normedf(2.5) ~ 0,9938 a ®(0) = 0,5.

P(10 < X < 10,05) = c1>(

Priklad 9.6. Meranie voltmetrom je zatazené systematickou chybou 5V a nédhodné
chyby maji normaélne rozdelenie pravdepodobnosti so smerodajnou odchylkou 2 V. Vy-
konédme na niom jedno meranie. S akou pravdepodobnostou sa bude lisit chyba nameranej
hodnoty o0 1V od a) strednej hodnoty oc¢akévanej chyby; b) skutoénej meranej hodnoty?
¢) Aké moze byt s pravdepodobnostou 0,99 maximalna odchylka chyby merania od jej
strednej hodnoty?

Riesenie. Nech X je nahodnd premennd, ktord nadobtuda hodnoty chyby pri jednom me-
rani danym voltmetrom. Systematickd chyba je vlastne priemernd chyba t. j. u = 5. Kedze




o =2, tak X ~ norm(5,2).
a) Poéitame P(|X —5| < 1). Z (9.22) je pree =1

1
P(X -5|<1)=2- @(5) — 1~ 0,3829.

b) Teraz chceme vypocitat P(|X| < 1). Mame
P(IX|<1)=P(-1< X < 1) = F(1) — F(~1) ~ 0,0215,

kde F(1) = normedf(1,5,2) =~ 0,0228 a F(—1) = normecdf(—1,5,2) ~ 0,0013.
¢) Zrejme chceme najst také e, pre ktoré bude P(|X — u| < €) =0,99. Z (9.22) dostaneme

P(|X—u|<e):P(|X—5|<5):2~<I>(§>—1:0,99,

odtial .
@(5) — 0,095 , Go znamens, 7e & =2 @ 1(0,995) ~ 5,1517,

kde hodnotu ®~1(0,995) dostaneme v MATLABe volanim funkcie norminv(0.995) ~ 2,58.
Ulohy

9.1. Velkoobchodny sklad zasobuje 25 obchodov. Od kazdého z nich moZe nezavisle od
ostatnych obchodov prist v priebehu dia objednévka s pravdepodobnostou 0,45. Urcte:
a) strednt hodnotu a disperziu po¢tu objednavok za deii; b) najpravdepodobnejsi pocet
objednévok za deti a pravdepodobnost toho, Ze pride tento pocet objednévok; c¢) pravde-
podobnost toho, Ze v priebehu diia pride aspon 10 objednavok; d) pravdepodobnost toho,
7e v priebehu diia pride aspoii pit, ale najviac pétnast objednavok.

[a) E(X) =11,25; D(X) = 6,1875; b) 11; 0,1583; ¢) 0,7576; d) 0,9537]

9.2. Pravdepodobnost toho, Ze pri Styroch nezavislych meraniach rovnakého druhu sa aspor
raz dopustime chyby viiéSej ako je dovolena presnost, je 0,5904. Urcte strednt hodnotu,




disperziu a modus poctu tych merani, pri ktorych sa dopustime chyby vicsej ako je dovo-
lend presnost. [E(X)=0,8; D(X) =0,64; Mo(X) € {0;1}]

9.3. Uspesnost zasahov ciela istého $portovca dosahuje 85 %. Urcte: a) pravdepodobnost
toho, Ze pri dvadsiatich nezavislych vystreloch zasiahne ciel najmenej pitnastkrat; b) naj-
pravdepodobnejsi podet zdsahov ciela pri patdesiatich nezavislych vystreloch.

[a) 0,9327; b) 43]

9.4. Plniaca linka naplni do flase viac ako 21 minerélnej vody s pravdepodobnostou 0,65.
Ak4 je pravdepodobnost toho, ze medzi 5 000 nezavisle na sebe naplnenymi flagami a)
ani v jednej nie je menej ako 21; b) aspon polovica flia§ obsahuje viac ako 21. c¢) Urcte
najpravdepodobnejsi pocet flia§ obsahujtcich viac ako 21 mineralnej vody. Comu je rovna
tato pravdepodobnost? [a) =~ 0; b) ~ 1; ¢) 3250; 0,0118]

9.5. Vyrobny podnik expedoval zasielku, ktora obsahovala 100 procesorov. Pravdepodob-
nost toho, Ze sa jeden procesor cestou poskodi je 0,05 (nezavisle od ostatnych). Vypodi-
tajte: a) pravdepodobnost toho, Ze sa pocas prepravy neposkodi viac ako 10 procesorov; b)
strednii hodnotu a disperziu poétu poskodenych procesorov pocas prepravy; ¢) najpravde-
podobnejsi pocet poSkodenych procesorov pocas prepravy. [a) 0,9885; b) 5; 4,75; ¢) 5]

9.6. Zo sady 80 vyrobkov, medzi ktorymi je 12 chybnych, ndhodne vyberieme na kon-
trolu kvality osem vyrobkov. Uréte pravdepodobnost, Ze medzi kontrolovanymi je a) pét
chybnych vyrobkov; b) asponi jeden chybny vyrobok; c) menej nez pit chybngch vy-
robkov. Aky je d) najpravdepodobnejsi; e) priemerny pocet vybranych chybnych vyrob-
kov? [a) 0,0014; b) 0,7450; c) 0,9999; d) jeden; e) 1,2]

9.7. Pravdepodobnost zdsahu atémového jadra casticou v urychlovaci pri jednom pokuse
je 0,001. a) Ak4 je pravdepodobnost toho, ze v 5 000 pokusoch bude jadro zasiahnuté viac




nez pitkrat a menej nez desafkrat? Ulohu rieste pomocou binomického a Poissonovho roz-
delenia pravdepodobnosti a obidva vysledky porovnajte. b) Vypocitajte stredntt hodnotu,
disperziu a smerodajnt odchylku poc¢tu zasahov jadra.

[a) 0,35228381100059 =~ 0,35221128786073; b) 5; 4,9950; 2,2349]

9.8. V priebehu jednej hodiny pride na benzinové ¢erpadlo priemerne 90 zakaznikov. Pocet
zakaznikov za urcity casovy interval sa riadi Poissonovym rozdelenim pravdepodobnosti,
ktorého parameter )\ je priamo tmerny dlzke intervalu. Uréte pravdepodobnost toho, Ze
a) za 4 minaty pridu: prave dvaja zdkaznici; najviac dvaja zdkaznici; asponi dvaja zdkaz-
nici; asponi jeden zdkaznik; b) behom ¢ minat pride asponi jeden zékaznik. ¢) Aky naj-
mensi pocdet zdkaznikov nebude pocdas 4 minit prekroéeny s pravdepodobnostou aspori
0,997 [a) 0,0446; 0,0620; 0,9826; 0,9975; b) 1 — e~ 15 ¢) 12]

9.9. Pocas jednej hodiny zapoji manipulantka v telefénnej tstredni priemerne 90 hovorov.
Urcéte pravdepodobnost toho, Ze pocas jej 40 sekundovej nepritomnosti a) nikto nebude
volat; b) bude niekto volat; ¢) budi volat aspori dvaja Géastnici.

[a) 0,3679; b) 0,6321; c) 0,2642]

9.10. Cestujtici moze prist na zastavku elektricky v lubovolnom okamihu. Uréte: a) dlzku
intervalu medzi nasledujticimi spojmi, ak pravdepodobnost toho, ze cestujiici bude cakat
asponl 4 mintty je 0,6; b) stredni hodnotu a smerodajni odchylku doby éakania na spoj
(v mintatach); c) predpis distribu¢nej funkcie ndhodnej premennej, ktord nadobtuda hod-
0 prex=<0
noty doby ¢akania na spoj. a) 10; b) 5; 2,8868; c) F((r) = ¢ 15 pre z € (0;10)
1 prez = 10.

9.11. Zariadenie ma poruchu v priemere raz za 450 hodin. Doba bezporuchového chodu
mé exponencidlne rozdelenie pravdepodobnosti. Uréte: a) pravdepodobnost toho, ze doba
bezporuchového chodu zariadenia bude kratsia ako 600 hodin; b) takt hodnotu ¢, Ze prav-
depodobnost toho, ze doba bezporuchového chodu zariadenia bude dlhsia ako ¢ hodin, je




0,95. [a) 0,7364; b) 23,0820]

9.12. Urcita elektronicka suciastka sa pokazi v zarucnej dobe 500 hodin s pravdepodobnos-
tou 0,1. Uréte stredntt dobu zZivotnosti tejto suciastky, ak plati exponencidlne rozdelenie
pravdepodobnosti doby jej Zivotnosti. [4 745,6 hodin]

9.13. Doba obsluhy zakaznika mé exponencidlne rozdelenie so smerodajnou odchylkou 5
minit. Aka je pravdepodobnost toho, ze zadkaznik bude obsluzeny do ¢ € {4; 8; 12; 16; 20}
minat? [0,5507; 0,7981; 0,9093; 0,9592; 0,9817]

9.14. Doba obsluhy zakaznika m4 exponencialne rozdelenie pravdepodobnosti. Aka ma byt
strednd hodnota doby obsluhy, aby zakaznik bol obslizeny do 10 minut s pravdepodob-
nostou p € {0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9}? [14,4270; 10,9136; 8,3058; 6,2133; 4,3429]

9.15. Pevnost v tahu ndhodne vybraného vyrobku mé normélne rozdelenie pravdepodob-
nosti so strednou hodnotou 2,4 a disperziou 0,64. Uréte pravdepodobnost toho, Ze pevnost
v tahu ndhodne vybraného vyrobku a) bude mensia ako 2,7; b) bude véésia ako 2; ¢) sa
nebude 1igit od strednej hodnoty o viac ako 1. Stanovte: d) hornti hranicu pevnosti v tahu
nahodne vybraného vyrobku, ktora nebude prekrocend s pravdepodobnostou 0,95; e) tak
hodnotu 7, Ze pravdepodobnost toho, Ze sa pevnost v tahu ndhodne vybraného vyrobku
nebude 1isit od strednej hodnoty o viac ako r, je 0,5.

[a) 0,6462; b) 0,6915; ¢) 0,7887; d) 3,7159; e) 0,5396]

9.16. Lietadlo zachovava vysku so systematickou chybou 420 metrov a nahodna chyba je

charakterizovana smerodajnou odchylkou 25 metrov. Lietadlo ma pre svoj let urcéeny kori-

dor vysoky 100 metrov. Aké je pravdepodobnost toho, ze bude letief mimo koridoru?
[0,1176]




9.17. Pri vazen{ telesa sme dostali priemernti hmotnost 2,4 g a smerodajni odchylku hmot-
nosti 0,03 g. Akt odchylku hmotnosti telesa od priemernej hmotnosti mozno zaruéit s prav-
depodobnostou 0,957 [0,0588 ]

9.18. Aka musi byt dizka intervalu normy, aby s pravdepodobnostou 0,0455 bol zhotoveny
vyrobok s kontrolovanym rozmerom mimo normu, ak odchylky od pozadovanej hodnoty
maji normélne rozdelenie N(0,7)? [28]

9.19. Pri kontrole sa prijimaji vSetky vyrobky, ktorych dizka presahuje 77 cm. Bolo zis-
tené, ze dlzka vjrobku ma normalne rozdelenie so strednou hodnotou 75 cm a smerodajnou
odchylkou 5 cm. Uréte pravdepodobnost toho, ze vyrobok, ktory presiel kontrolou, je dlhsi
nez 77 cm. [0,3446]

9.20. Ndhodnd premenné X sa riadi norméalnym rozdelenim pravdepodobnosti norm(0, o).
Uréte o, ak plati P(|X| < 0,5) = 0,5. [0,7413]

9.21. Vyrobok je vyssej kvality, ak odchylka jeho sledovaného rozmeru neprekroc¢i hodnotu
2,5 mm. Nahodné odchylky rozmeru maja rozdelenie pravdepodobnosti norm(0,2) (sme-
rodajna odchylka je dand v mm). Uréte stredntt hodnotu poétu vyrobkov vyssej kvality pri
nezévislej vyrobe n € {10, 50, 100, 500} vyrobkov. [7,8870; 39,4350; 78,8700; 394,3502.]

9.22. Chyba merania je ndhodnou premennou s rozdelenim pravdepodobnosti norm/(0, 60).
Najmenej kolkokrat je potrebné uskutoénit meranie, aby bolo mozné s pravdepodobnostou
aspoti 0,9 tvrdit, ze absolitna hodnota chyby merania je mensia ako 7,5 aspoil v jednom
pripade? [22]




10. Nahodné vektory

Prechod od jednej ndhodnej premennej k usporiadanému systému nahodnych pre-
mennych (alebo ndhodnému vektoru) je obdobny ako pri pevnej (nendhodnej) pre-
mennej. Nas vyklad o ndhodnjch vektoroch bude stru¢ny s cielom dopracovat sa k pojmu
kovariancia a kovariancna matica.

Nech X a Y st ndhodné premenné nad tym istym pravdepodobnostnym polom. Uspo-
riadant dvojicu (X,Y) nazyvame (dvojrozmernym) ndhodnym vektorom (niekedy ju
nazyvame aj vektorova ndhodna premenna alebo systém nahodnych premennych).

Poznamka 10.1. ZovSeobecnenie: usporiadany systém Xi, X5, ..., X, ndhodnych pre-
mennych nad tym istym pravdepodobnostnym polom uréuje n-rozmerny ndhodny vek-
tor (X, Xo,...,X,). V dalSom texte sa budeme zaoberat len dvojrozmernymi ndhodnymi
vektormi (X,Y’), kde obe ndhodné premenné X a Y st bud diskrétne (vtedy hovorime
o diskrétnom nahodnom vektore) alebo obe st spojité (hovorime o spojitom na-
hodnom vektore) ndhodné premenné (kombindcia jednej diskrétnej a jednej spojitej
nahodnej premennej z dévodu nedostatku potrebného matematického aparatu presahuje
ramec nasho vykladu).

Nech a,b € R st ITubovolné redlne ¢isla. Budeme predpokladaf, Ze vieme urcit prav-
depodobnosti typu P(X < a, Y £ b) (t. j. pravdepodobnost toho, Ze hodnota ndhodnej
ako b), P(X = a,Y =b), P(X € I,,Y € I,), kde I; a I5 su Iubovolné intervaly alebo
vieobecne P((X,Y) € A), kde A je mnozina A C R? = R x R.

Nech oborom hodnét diskrétnej ndhodnej premennej X je mnozina H(X) = {x1, s,
coy Zn}t a H(Y) ={y1, Y2, - - -, Ym} je oborom hodnét ndhodnej premennej Y. Oznaéme

P(X =z;,Y =y;) = P(xi,y;) = pij- (10.1)

Potom by sme mohli ndhodny vektor (X,Y") tplne charakterizovat dvojrozmernou prav-




depodobnostnou tabulkou

X\Y| p | v || yu || &r
Z1 P11 P12 Pim Pl(ffl)
T2 D21 P22 | ---| DPom Py (x2)
. . . . . (10.2)
Tn Pn1 Pn2 oo Pnm Pl(xn)
Yos [ P(y) | Po(y2) | - | Po(ym) || 1

¢o je obdoba pravdepodobnostnej tabulky (8.2). V tejto tabulke sme symbolom > r oznaéili
stcet pravdepodobnosti p;; v prislusnom riadku a symbolom ) s stcet p;; v zodpoveda-
jicom stlpci. Je evidentné, ze stcet vietkych p;; v tabulke je rovny jednej. Tieto poznatky
mozeme takto zhrnit:

m
riadkové sacty p;;: Zpij = Pi(z;), i=12,...,n, (10.3)
=il

urcuju pravdepodobnostni tabulku prvej ndhodnej premennej X (v8imnite si prvy a po-
sledny stipec tejto tabulky). Pravdepodobnostiam Pj(z;) hovorime marginalne pravde-
podobnosti ndhodnej premennej X nahodného vektora (X,Y).

Analogicky

stpcové stcty pi;: Zpij =Dy(y;), j=12,...,m, (10.4)
i=1

uréuji pravdepodobnostnii tabulku druhej ndhodnej premennej Y (prvy a posledny riadok
tabulky). Pravdepodobnostiam P5(y,) hovorime marginilne pravdepodobnosti na-
hodnej premennej ¥ ndhodného vektora (X,Y).




V koneénom désledku stcty vSetkych p;; z celej tabulky st rovné jednej, t. j.

m n

celkové sucty p;;: i ipij = Z Z P(x;,y;) =1, (10.5)

j=1i=1 j=11i=1

¢o je obdoba normalizacnej podmienky (8.3) jednej ndhodnej premennej (premyslite si
pripad nekone¢ného spoéitatelného poc¢tu moznych hodnot niektorej ndhodnej premennej).

V dalgich ivahdch moze byt ndhodny vektor aj spojity.

Definicia 10.1. Distribuéna funkcia F nahodného vektora (X,Y) je funkcia,
ktora je pre kazdé (x,y) € R? uréend predpisom

F(r,y)=P(X =2, Y =y). (10.6)
Funkciu F' nazyvame aj zdruzena distribu¢na funkcia nidhodného vektora (X,Y).
Obdobnym spoésobom ako pri jednej ndhodnej premennej mozeme dokézat, Ze
1. Pre kazdé (z,y) € R% je 0 < F(z,y) < 1;

2. lim F(z,y) = lim F(z,y)=0;
T— —00 U 22

3. lim F(x,y)=1
T — OO
Yy — 00
4. lim F(z,y) = Fi(z), kde funkcii F; hovorime marginilna distribuéna funkcia
Y— 00
nahodnej premennej X nahodného vektora (X,Y);
5. obdobne: lim F(z,y) = F5(y), kde funkcii F5 hovorime marginalna distribuéna

funkcia ndhodnej premennej Y nidhodného vektora (X,Y)




a naviac, v pripade diskrétneho ndhodného vektora

F(z,y) = Z Z P(zi,y;), kde z; € H(X), y; € H(Y).

y;SyziSa

Definicia 10.2. Nezépornt funkciu f : R — R[)F nazyvame hustotou pravdepo-
dobnosti ndhodného vektora (X,Y) préve vtedy, ked pre 1iu plati:

F(m,y)://f(s,t)dtds, (z,y) € R?, (10.7)

— 00 — OO

kde F je distribu¢né funkcia ndhodného vektora (X,Y).




Veta 10.1. Nech F je distribu¢na funkcia a f hustota pravdepodobnosti ndhodného
vektora (X,Y’). Potom okrem (10.7) plati:

1.
2.

ak hodnota f(z,y) existuje, tak f(z,y) = 0;
ak existuje druha zmieSana derivacia funkcie F, tak

*F(z,y)

9udy f(z,y); (10.8)

normaliza¢nd podmienka (porovnajte s (8.5)) pre hustotu pravdepodobnosti:

[o olENe o}

/ /f(x,y) dzdy = 1; (10.9)

—00 —0O0

prea<bac<dje

b d
P(a<X§b,c<Y§d)://f(:v,y)dyda:; (10.10)

. veobecnejsie k predchadzajtcej vlastnosti: pre mnozinu A C R? je

P((X,Y) eA))://f(:v,y)dxdy. (10.11)
A




Definicia 10.3. Nech funkcia f je hustotou pravdepodobnosti ndhodného vektora
(X,Y). Pod marginalnou hustotou pravdepodobnosti nidhodnej premennej X
(resp. Y) ndhodného vektora (X,Y) rozumieme funkciu f; (resp. fa2), ktord je defi-
novana predpisom

oo (e}

fi@) = [ f@o)dy s R, (sep. faly) = [ f@y)do, yeR).  (10.12)
Poznamka 10.2. Pre margindlne hustoty pravdepodobnosti f; a fy plati

Y

Fl(l'): /fl(t)dt, ZZ?GR, a Fg(y): /fg(t)dt, yGR,

— 00
kde F; a F» st prislu$né marginélne distribuéné funkcie ndhodného vektora (X,Y).

Definicia 10.4. Nech (X,Y") je ndhodny vektor s distribuénou funkciou F' a margin4l-
nymi distribuénymi funkciami F; a F5. Ndhodné premenné X a Y nazyvame nezavis-
lymi prave vtedy, ked

F(z,y) = Fi(z) - Fy(y) pre vietky (z,y) € R?. (10.13)

V opaénom pripade ndhodné premenné X a Y nazyvame zavislymi.
Vlastnosti (10.13) hovorime, Ze funkcia F' ma separovatelné premenné vzhladom na stéin.

Poznamka 10.3. ZovSeobecnenie poslednej definicie: nech (X1, X, ..., X,;) je ndhodny
vektor s distribucnou funkciou F' a marginalnymi distribu¢nymi funkciami Fi, Fs, ..., F,.
Néhodné premenné X, X, ..., X,, nazyvame nezavislymi prave vtedy, ked

F(x1,$2, 566 71‘71) = Fl(flil) . FQ(ZIIQ) 5o 0 Fn(xn) (1014)




pre vietky (z1,x2,...,2Z,) € R™.
Nasledujtce dve vety nedokazujeme.

Veta 10.2. Nech (X,Y) je diskrétny ndhodny vektor s margindlnymi pravdepodob-
nostami P; a P,. Potom ndhodné premenné X a Y st nezdvislé prave vtedy, ked

P(z;,y;) = Pi(x;) - Po(y;) pre kazdé z; € H(X), y; € H(Y)

Veta 10.3. Nech f je hustota pravdepodobnosti spojitého ndhodného vektora (X,Y)
s marginalnymi hustotami pravdepodobnosti f; a fo. Potom ndhodné premenné X a Y
st nezavislé prave vtedy, ked f(z,y) = f1(z) - f2(y) pre kazdé (z,y), kde st funkcie f, fi
a fo definované.”

%vo formuldcii tejto vety sme si dovolili upustit od exaktnosti

Je zrejmé, ze ak (X,Y) je diskrétny ndhodny vektor s marginélnymi pravdepodobnos-
tami P; a P», tak pre stredné hodnoty a disperzie ndhodnych premennych X a Y plati:

n(0)

m(oco)
E(X) = Z z;-Pi(zi) a E{Y)= Z y; - P2(y;),
i=1 j=1

2
D(X) =Y [z — E(X)]" Pi(z),
i=1
m(oo)
2
D)= Y [y — E(Y)]" - Pa(y;)
j=1
a ak (X,Y) je spojity ndhodny vektor s margindlnymi hustotami f; a fa, tak

B(X) = / ¢ fil@)de a EY)= / y- fa(y) dy,

— 00




D(Y) = / [y — EO)]? faly) dy.

— 00

Definicia 10.5. Pod kovarianciou alebo aj korelaénym momentom néhodného
vektora (X,Y’) rozumieme éislo (ak existuje)

n(oc) m(c0)

P J; [z; — E(X)] - [y; — E(Y)] - P(zi,y5)
KX,Y) = (pre diskrétny pripad), 019

_T i [z — E(X)] - [y— E(Y)] - f(z,y) dzdy

L (pre spojity pripad),

kde z; € H(X), y; € H(Y) a f je hustota ndhodného vektora (X,Y"). Polozime k(X, X) =
=D(X) a k(Y,Y)=D(Y).

Poznamka 10.4. TLahko sa presvedéime, ze k(X,Y) = k(Y, X).

Veta 10.4. Nech (X,Y) je ndhodny vektor. Ak ndhodné premenné X a Y st nezavislé,
tak £(X,Y) =0.

Poznamka 10.5. Ak k(X,Y) = 0, tak ndhodné premenné X a Y nemusia byt nezavislé.




Definicia 10.6. Nech (X,Y) je ndhodny vektor, pre ktory existuje k(X,Y),
0(X)=+DX)#0aoc)=+/D(Y) # 0. Pod korelaénym koeficientom ndhod-
ného vektora (X,Y’) rozumieme ¢islo

k(X,Y)

PXY) = oy o)

(10.16)

Veta 10.5. Nech (X,Y) je ndhodny vektor. Potom
L p(X,Y) =p(Y,X), p(X,X) =1, p(Y)Y) =1,
2. ak ndhodné premenné X a Y st nezavislé, tak p(X,Y) = 0;
3. [p(X,Y) =15
4. ak medzi X a Y existuje linedrna zavislost (t. j. Y =a- X + 5,0 # a, b € R), tak
[p(X,Y)] = 1.

Definicia 10.7. Nech (X,Y) je ndhodny vektor. Maticu

k(X,X) k(X,Y) D(X) k(X,Y)
KZ( 2K) YY) )Z ( KX,Y) DY) ) (10.17)

nazyvame kovarianénou maticou nidhodného vektora (X,Y).

Poznamka 10.6. Je prirodzené definovat kovarianénti maticu n-rozmerného ndhodného
vektora (X7, Xo,...,X,,) tymto sposobom: je to Stvorcovd matica K = (k;;), kde k;; =




= k(Xi,Xj)v t. J

D(X))  k(X1,X2) ... k(XX

K(X1,X3)  D(Xa) ... k(X X)
= : : . :

KX, X)) k(X2 Xn) ... D(X.)

Kovarian¢na matica je symetricka.

Priklad 10.1. Raz hodime dvoma beznymi hracimi kockami. Nech X je maximum po¢-
tu padnutych bodov a Y absolttna hodnota rozdielu poc¢tu padnutjch bodov na kockach.
Uréme: a) zdkon rozdelenia pravdepodobnosti (t. j. napr. pravdepodobnostni tabulku)
nahodného vektora (X,Y); b) marginilne pravdepodobnosti P; a Ps; ¢) kovarianciu; d)
kovarianént maticu; e) korelaény koeficient ndhodného vektora (X,Y); f) Rozhodnime,
¢i ndhodné premenné X a Y s nezavislé.

RieSenie. a) Zrejme H(X) = {1,2,3,4,5,6} a H(Y) = {0,1,2,3,4,5}, P(z;,0) = 3¢
(rovnaky poéet bodov na oboch kockéch), pre z; < y; je P(z;,y;) = 0 (nemozny jav)
a pre zvy$né pravdepodobnosti je P(z;,y;) = = (napr. P(5,2) = P(X =5,Y =2) je
pravdepodobnost javu, ktory spodiva v tom, ze maximum padnutych bodov na kockéch
je 5 a ze absolutna hodnota rozdielu poc¢tu padnutych bodov na kockéch je rovna dvom.
To je ovSsem mozné len vtedy, ked na jednej kocke padli tri body a na druhej pit bodov.
Pravdepodobnost tohto javu je %. V nasledujicej tabulke st v zmysle (10.2) uvedené
pozadované pravdepodobnosti, priCom pre skratenie zapisov st vsade uvedené 36 nasobky
skutoc¢nych pravdepodobnosti.




zi\y; |0 1 [2]3]4][5] Pilai)
1 [[L[0]0J0][0O]O] 1
2 [[t[2]ofo]ojo] 3
3 [1[2][2[0]0]0] 5
4 122200 7
5 [[1]2[2]2[2][0] 9
6 1|2 |2[2][2]2] 1
Po(y;) [6]10]8]6]4]2] 36

b) Pozadované margindlne pravdepodobnosti ndhodnych premennych X a Y dostaneme
z predchéadzajtcej tabulky: rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnych premennych X a Y st
dané pravdepodobnostnymi tabulkami

o 112 |3 |4]5]|6
Pr(x:) || 3 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36
Yj 0|1 |2]|3]|4]5
Po(y;) 1 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 56
c) Pre stredné hodnoty je E(X) = & a E(Y) = 22. Potom

K0Y) = (12 0- B) + (2- 1) (0- B+

...+(6_%)(5_%).2] ~ 1,02623.

d) Z Casti b) dostaneme D(X) ~ 1,97145 a D(Y') = 2,05247, a preto

K _ (197145 102623
=\ 1,02623 2,05247




je kovarianénou maticou ndhodného vektora (X,Y).
e) Podla (10.16) je

1,02623
V/1,97145 - \/2,05247

f) Kedze p(X,Y) # 0, tak ndhodné premenné X a Y su zavislé.

p(X,Y) ~ ~ 0,51017.

c prel<zr<y<l,
0 pre iné (z,y) € R,
Stanta. Uréme: a) pre aka hodnotu ¢ moze f byt hustotou pravdepodobnosti ndhodného
vektora (X,Y); b) margindlne hustoty f1 a f2; ¢) stredné hodnoty a smerodajné odchylky
nahodnych premennych X a Y; d) kovarianciu a korelaény moment ndhodného vektora
(X,Y). e) St ndhodné premenné X a Y nezdvislé?

Priklad 10.2. Majme funkciu f(z) = { kde c je redlna kon-

RieSenie. a) Normaliza¢nd podmienka (10.9) ndm déva

1:_Z_Zf(x,y)dxdy:0/1L/wcdy]dng,

odkial ¢ = 2. Nezdpornost funkcie f je evidentna.
b) Podla (10.12) je

(o) 1
A = [ sy = [2ay={ 5077 pez el
&l [e’e} Y
R = [ fapar= [2a0={ 3V Peve




¢) Mame

o} 1
E(X)= /xfl(x)dx = /:c 20l—2z)dz =< a
i 00 1
EY)= /yfz(y)dy=/y 2ydy = 5
—0oo 0
Pre disperzie dostaneme
oo 1
D(X) —/[x — B(X)2 () da :/[x _ %}22(1 _ )il = 1—18 a D(Y)= lis
—o0 0
Takto o(X) = o(Y) = k= = 2.

d) Z (10.15) je

e) p(X,Y) # 0, a preto ndhodné premenné X a Y st zavislé.




Ulohy
10.1. Je dané pravdepodobnostna tabulka diskrétneho ndhodného vektora (X,Y):
z\y; || 2 [ 4] 6 ]38

1 ][001]003]004] k

2 k 0,24 0,1 |0,04

3 |[0,04]0,15 0,08 0,03

4 0,04 | 0,06 | 0,08 | k
Urcte: a) konstantu k; b) marginalne pravdepodobnosti P;(z;) a P2(y;); ¢) hodnoty dis-
tribucnej funkcie F'(3;4) a F(4;3); d) korela¢ny koeficient; e) kovarianénti maticu. f) Sa
nahodné vektory X a Y nezavislé?

T; 1 2 3 4
P(z;) || 01 | 04 |03 02
a) 0,02; b) 1(3: ) > i 2
Y; 6 3
Puo(y;) || 0,11 | 0,48 [ 0,3 | 0,11

c) F(3;4)=0,49; F(4;3)=0,11; d) K(X,Y)=-0,112;

y(08400 0112
P\ 0,112 27276 )° ©

10.2. V zésielke desiatich vyrobkov je 8 kvalitnych a 2 nekvalitné. Medzi kvalitnymi je 5
prvej akosti. Ndhodne vyberieme 2 vyrobky (bez vratenia). Urcte: a) pravdepodobnostnii
tabulku diskrétneho ndhodného vektora (X,Y), ak X nadobuda hodnoty poctu vybra-
nych kvalitnych vyrobkov a Y hodnoty po¢tu vybranych vyrobkov prvej akosti; b) margi-
nélne pravdepodobnosti P (z;) a Pa(y;); ¢) hodnoty distribuénej funkcie F'(2;1), F(1;2) a
F(2;5); d) & st ndhodné vektory X a Y zavislé.




zi\y; || 0 | 1]2 z o] 1] 2
2 0 ||a[0]0 b) Pi(e) || 45 | % | 8
1 2120 y; 0]1]2"

2 [[&2]1]2 Py) || 5|33

| ©) ;, ig, 1; d) Ano

[ . kxy pre (z,y) € (0,1) x (1,2),
10.3. Dan4 je funkcia f(z,y) = { 0 pre (z.1) & (0.1) x (1.2).
Urcte: a) pre aka hodnotu k& € R je f hustotou pravdepodobnosti ndhodného vektora
(X,Y); b) marginélne hustoty pravdepodobnosti ndhodnjch premennych X a Y'; ¢) stredné
hodnoty a disperzie ndhodnych premennych X a Y; d) kovarianciu ndhodného vektora
(X,Y);e) POS X < 1,1<Y <4);f) ¢ st ndhodné premenné X a Y nezavislé.

a) k=3;

kx pre z € (0,1),
0 prexz¢(0,1).
f hustotou pravdepodobnosti ndhodného vektora (X,Y); b) margindlne hustoty pravde-
podobnosti ndhodnych premennych X a Y ¢) stredné hodnoty a disperzie ndhodnych pre-
mennjch X a Y; d) kovarianciu ndhodného vektora (X,Y);e) P(3 S X <1,0<Y < 3);
f) ¢ st ndhodné premenné X a Y zdvislé.

10.4. Dan4 je funkcia f(z,y) = { Urcte: a) pre aka hodnotu k € R je




[ 2z prexz e (0,1), [ 1 preye(0,1),
_{0 pre z & (0,1), fQ(y)_{ 0,1

) E(X)=}, E(Y)=3, D(X) =5, D(Y) = ;

L d) K(X,Y) =0; e) 1%; f) Nie ]
10.5. Dan4 je funkcia f(z,y) = g(x +) g;g ?\Z//yeéo(’ol){). Urcéte: a) pre akt hodnotu

a € R je f hustotou pravdepodobnosti ndhodného vektora (X,Y); b) marginalne hustoty
nahodnych premennych X a Y; c) stredné hodnoty a disperzie oboch ndhodnych premen-
nych; d) kovarianciu ndhodného vektora (X,Y); e) P(Y < X); f) ¢i st ndhodné premenné
X a'Y zavislé.

[ a) 3;
2(x+1
— pre z € (0, 1),
b) fi(x) _{ 5 prez € (0.1
(1+4y)
= preye (Ovl)a
fa(y) = { 0 3 ooy (0.1}
L d) K(X»Y)—%,e) g, f) Ano ]




11. Matematicka Statistika

Pojem Statistika je velmi obSirny. V praxi sa neraz stretneme so slovnymi spojeniami:
»Statisticky bolo zistené, ze ...“ alebo ,Statistika hovori, Ze ...“, priCom je podana in-
formdcia o istej skutocnosti (napr. priemerny zarobok alebo hmotnost, sledovanost istej
televiznej stanice, Zivotnost vyrobkov, spotreba benzinu, volebné preferencie atd.). Takato
informécia je stopercentne pravdiva len vtedy, ak sa zistil skimany Statisticky znak (z&-
robok, hmotnost, sleduje — nesleduje atd.) pre kazdu Statistickt jednotku, t. j. pre kazdy
objekt skiimania. To sa vSak d& len zriedkavo realizovat, mohlo by to byt finan¢ne niro¢né
alebo by to stratilo zmysel (napr. pri zistovani Zivotnosti vyrobkov by sme zlikvidovali celi
vyrobu). Preto sa zisti skiimany znak na ndhodnom vybere — vybranej vzorke a zo zis-
kanych tidajov sa urobi zovSeobecnenie vo forme statistického zéveru o celom zakladnom
subore, t. j. o celej mnozine Statistickych jednotiek, ktora je predmetom skiimania.

Pri tomto postupe vSak musime pripustit riziko, Ze nés Statisticky zaver o zdkladnom
subore nebude dobry. Mieru tohto rizika charakterizujeme tzv. hladinou vyznamnosti
a € (0,1), ktord v podstate stanovuje pravdepodobnost toho, Ze nas Statisticky zdver
je chybny. Cislo v = 1 — o udéva zrejme pravdepodobnost spravneho zaveru, a preto je
prirodzené ho nazvat koeficientom spolahlivosti.

V dalsich odsekoch sa budeme zaoberat tymito hlavnymi ilohami Statistického sktima-
nia:

a) odhady a intervaly spolahlivosti parametrov zakladného suboru;
b) testovanie Statistickych hypotéz;

c) korelaénd a regresna analyza.

11.1. Nahodny vyber a vyberové charakteristiky

Kazdé statistické skiimanie je zalozené na ndhodnom vybere (vzorke, vyberovom sibore).
Je to ,ndhodnd podmnozina* zdkladného siboru. Je prirodzené pozadovat, aby ndhodny




vyber ,dostatoc¢ne reprezentoval“ zékladny stbor. K tomu je, okrem iného, nevyhnutné,
aby

1. kazda jednotka zdkladného stiboru mala rovnaku Sancu (pravdepodobnost) dostat sa
do ndhodného vyberu;

2. ndhodny vyber mal dostatoény pocet prvkov vo vztahu k poctu prvkov zékladného
suboru.

Rozborom tychto poziadaviek sa nebudeme hlbsie zaoberaf.

Predpokladajme, ze mame dany ndhodny vyber n Statistickych jednotiek (&islo n nazy-
vame rozsahom nahodného vyberu) a Ze na kazdej sme zistili sledovany kvantitativny
znak (konkrétny zarobok, hmotnost atd.). Tomuto procesu hovorime zber dat (idajov).
Tieto data je vhodné rozumne spracovat tzv. triedenim. Najjednoduchsim triedenim dat
je ich usporiadanie podla velkosti, oby¢ajne vzostupne, ¢im ziskame variaény rad”:

71 Sap < - Sy, (11.1)

kde z; st namerané hodnoty

Pri velkom rozsahu ndhodného vyberu je tento pristup neprehladny, a preto robime
triedenie podla pocetnosti (frekvencie), t. j. pre kazdt namerant hodnotu z; zistime
kolkokrat sa vyskytuje medzi nameranymi hodnotami, ¢o oznaéime n;. Ziskané hodnoty
obycajne zapiseme do takejto tabulky

x; || 167 | 170 | 174 | 175 | 178 | 180
N ERER R

(11.2)

v ktorej je pre z; = 167 frekvencia n; = 1 a napr. pre x3 = 174 je ng = 5. VSeobecne:
medzi n nameranymi hodnotami z; s frekvenciami n; z (11.1) je k < n navzajom roznych,
(v tabulke (11.2) je k = 6 a n = 20), pri¢om ny + ng + - - + ng = n.

7V literattre sa pre varia¢ény rad obcas pouziva oznacenie Z(1) < T(2) <... < T (k) <... < T(n), kde
Z (k) je k-ta hodnota znaku vo vybere rozsahu n, ktory je vzostupne usporiadany podla velkosti (symboliku
% (k) pouzivaju aj platné statne normy CSN 01 0104).




Pri intervalovom triedeni predpokladdme dany systém I po dvojiciach disjunktnych
intervalov, pricom kazd4 namerana hodnota x; lezi prave v jednom intervale a pre kazdy
interval I; pozname intervalovii frekvenciu n;, ktord udava, kolko nameranych hodnot
padlo do daného intervalu:

I; ||16—-20|20—24|24—-28 |28—32|32—36 |
11.3
w2 1 7 1 5 [ & [ 1] )

Urcite ste postrehli, ze tu pouzivame nestandardné oznacenie pre interval: zadédvame jeho
dolnt a hornt hranicu, napr. zapis 20 — 24 znamend interval Iy = (20,24) (to je v Statis-
tike najbeznejsi sposob oznacenia intervalu) s frekvenciou ny = 7. Intervaly st zvycajne
ekvidiStantné (rovnakej velkosti). Pod reprezentantom intervalu rozumieme jeho stred.

V literattre, ale aj v beznej praxi, mozete najst rozne grafické interpretacie nameranych
hodno6t pomocou polygénov, histogramov, ,kolacdov® atd.

Definicia 11.1. Nech st dané namerané hodnoty x1, zo, . .., x,, ktoré su ziskané z na-
hodného vyberu V,,. Pod vyberovym priemerom nahodného vyberu V,, rozumieme
cislo

1 n
=S 11.4

Je to zrejme znamy aritmeticky priemer nameranych hodnot. V pripade triedenia podla
frekvencii ho moZzeme zapisat aj v tvare

k
1
T =— E T 11.5
T nj_lnjxw ( )

kde n; je frekvencia hodnoty z;. Pri intervalovom triedeni berieme za x; reprezentanta
prislusného intervalu.




Definicia 11.2. Nech st dané namerané hodnoty x1, zo, . . ., x,, ktoré su ziskané z na-
hodného vyberu V,,. Pod vyberovym rozptylom (disperziou) ndhodného vyberu
V,, rozumieme cislo

& = S z:(:c‘z —7)? (11.6)

a pod modifikovanym vyberovym rozptylom (disperziou) nidhodného vyberu
V., rozumieme c¢islo

o2 1 > i -2 (11.7)

n—1

kde T je vyberovy priemer. Vyberovou smerodajnou odchylkou, resp. modifikova-
nou vyberovou smerodajnou odchylkou nahodného vyberu V,, je ¢islo

1
s=Vs?= (x; —T)2, resp. s = g (z; — )2 (11.8)
n—14
=1 i=1
Poznamka 11.1. Vsimnime si, ze ak hodnoty xi,xs,...,Z, si navzijom rodzne, tak

vyberovy priemer Z, resp. vyberovy rozptyl s? je totozny so strednou hodnotou E(X),
resp. rozptylom D(X) diskrétnej ndhodnej premennej, ktord méa rovnomerné rozdelenie
pravdepodobnosti.

Priklad 11.1. Vypocitajme vyberovy priemer, vyberovy rozptyl a modifikovany vy-
berovy rozptyl i vyberovi smerodajni odchylku a modifikovant vyberovi smerodajna
odchylku, ak v ndhodnom vybere boli namerané hodnoty: a) 3;5;8;9;9;5; b) dané v ta-
bulke (11.2).




Riesenie. Vypocet ziadanych vyberovych charakteristik podla vyssie definovanych vzta-
hov prenechévame pre citatela. V MATLABe moZeme postupovat takto:

a) Najskor syntaxou z = [3,5,8,9,9, 5] zaddme namerané hodnoty a jednotlivé vyberové
charakteristiky 7, s?, s*?, s a s* v danom poradi ziskame pomocou mean(z), var(x,1),
var(x), std(z,1) a std(x), Dostaneme: T = 6,5; s> = 5,25; s*2 = 6,3; s ~ 2,2913 a s* ~ 2,51.
b) Ru¢né pocitanie asi odmietneme a s danymi frekvenciami n; sa vysporiadame takto:

x = [167,170 * ones(1, 3), 174 x ones(1,5),175 * ones(1, 6), 178 x ones(1, 3), 180 * ones(1, 2)]
(tym sme zadali namerané hodnoty) a ako v ¢asti a) ziskame Z = 174,55; s? = 10,8475;
5*2 a0 11,4184; s ~ 3,2936 a s* ~ 3,3791.

V pripade intervalovych frekvencii (11.3) berieme za x; hodnoty reprezentantov jed-
notlivych intervalov.

Vyberové charakteristiky maji nahodny charakter: pri tom istom zékladnom stibore
rozne ndhodné vybery (tie moézu mat aj rozne rozsahy) poskytuji vo vSeobecnosti rozne
nahodné hodnoty jednotlivych vyberovych charakteristik. To nas privadza k zaveru, Ze
vyberové charakteristiky s v podstate nahodné premenné s istym zakonom rozdelenia
pravdepodobnosti.

11.2. Bodové a intervalové odhady parametrov zakladného siboru

Parametre zakladného suboru su isté veli¢iny, ktoré ho charakterizuju a st urcené
konkrétnymi hodnotami sledovaného znaku vsetkych Statistickych jednotiek celého zaklad-
ného siuboru (napr. ak zékladny stibor pozostava zo vSetkych vyrobenych dut typu XX, tak
priemernd spotreba, t. j. stredné hodnota spotreby benzinu na konkrétnu vzdialenost a pri
konkrétnych podmienkach je jeden mozny parameter skimaného stiboru dut typu XX). Vo
vicsine pripadov je nerealne ziskat ich skutoéné hodnoty. Mézeme ich vSak prostrednictvom
néhodnych vyberov odhadnit.

Nech @ je sledovany parameter zdkladného siboru (napr. strednd hodnota g, smero-
dajné odchylka o atd.) a Q, je vyberové charakteristika ndhodného vyberu V;,, kde n
oznacuje rozsah nadhodného vyberu (napr. z, s atd.). Pod bodovym odhadom para-
metra () rozumieme taka vyberoviu charakteristiku Qn, ktora nadobtuda hodnoty blizke




skuto¢nej hodnote parametra (). Tento bodovy odhad nazyvame nevychylenym prave
vtedy, ked E(Q,) = Q. Zapisujeme prirodzenym sposobom: Q ~ Q,,.

V literatire sa sleduju aj iné atributy bodovych odhadov (napr. konzistencia, vy-
datnost atd.). My sa uspokojime s tym, Ze uvedieme bez dokazu tato ocakdvanu vetu:

Veta 11.1. Vyberovy priemer T je nevychylenym odhadom strednej hodnoty u a
modifikovany vyberovy rozptyl s*2 je nevychylenym odhadom rozptylu o2 zakladného
suboru t. j.

T a o? ~ s*2. (11.9)

Téato veta poskytuje prirodzeny vysledok: ,priemer velkého stiboru odhadneme logicky
¢im inym nez priemerom malého stboru, ktory je z velkého (zédkladného stiboru) ndhodne
vybrany“; podobne je to s rozptylom.

V praxi sa bodové odhady vyuzivaju na ziskanie intervalovych odhadov parametrov
zékladného stiboru. Tieto intervaly nam poskytni ucelenejsiu informaciu. Najskor zadefi-
nujeme niektoré potrebné pojmy.

Nech f je hustota a F' distribu¢né funkcia ndhodnej premennej X (napr. s grafmi, ktoré
st uvedené na obr. 11.1). Potom pre Tubovolné 8 € (0,1) existuje také najmensie redlne
&islo ¢, ze F(c) 2 B: t. j. ¢ je najmensie redlne ¢islo, pre ktoré je obsah vysrafovanej ¢asti na
obr. 11.1 aspori [ (sktste si interpretéciu premysliet v pripade grafu distribuénej funkcie).

Definicia 11.3. Cislo ¢ z predchadzajticich iivah nazyvame 3-kvantilom rozdelenia
pravdepodobnosti F' a ozna¢ujeme ho ¢ = F~1(3).

Pre kvantily délezitych rozdeleni pravdepodobnosti sa pouzivaji konvencéné oznacenia.
Pre ndm uZ zndme normované normaélne rozdelenie pravdepodobnosti norm(0,1) (pozri
(9.18)) je to oznacenie () = yg (pouziva sa aj ug alebo z5). V matematickej statistike
je rad dalsich dolezitych rozdeleni pravdepodobnosti. Pre tie rozdelenia, ktoré budeme po-
trebovat, neuvedieme ich definicie, ani hustoty a distribuéné funkcie (to vSetko si v pripade
potreby najdete v literatire). V nasledujtcej tabulke uvddzame nézov rozdelenia pravdepo-
dobnosti, Standardné oznacenie ndhodnej premennej, oznacenie pre jej distribucéna funkciu,




obsah je 8 hustota f

oznadenie pre S-kvantil a syntax pre ziskanie tohto kvantilu v MATLABe (kvantily mézeme

Obr. 11.1

distribuc¢na
funkcia F'

ziskat aj z tabuliek, ktoré st zvycajne v prilohach; my ich neuvddzame).

‘ Nazov RP H NP ‘ DF ‘ B-kvantil ‘ Syntax ‘
Normovana normélna || Y ) Y norminv()
Chi-kvadrat X2 | xé X2.n chi2inv(B,n)
Studentovo ¢ T e ta.n tinv(B,n)
Fisherovo F | Fom | Fgnm | finv(B,n,m)

V tabulke n a m st prirodzené ¢isla. Fisherovmu rozdeleniu sa niekedy hovori Fisherovo-
Snedecorovo rozdelenie pravdepodobnosti.

Hlavna myslienka intervalového odhadu parametra @) zakladného stboru spoc¢iva v naj-
deni istého intervalu I, v ktorom lezi s nami zvolenou pravdepodobnostou p skutoéné hod-
nota parametra ). Samozrejmou snahou je najst interval I ¢o najmensej velkosti. Ak sa
nam taky interval podari najst, tak mozeme o tiom tvrdit, Ze dotiho na 100-p percent patri

skuto¢na hodnota Q.




Definicia 11.4. Intervalovym odhadom parametra ) zdkladného siboru na
hladine vyznamnosti o € (0, 1) nazyvame taky ,c¢iselny interval® (Q1, Q2), v ktorom
parameter () lezi s pravdepodobnostou 1 — a, t. j.

P(@Q=Q=Q:)=1-q, (11.10)

kde Q1 a Q2 je dvojica ¢isel, ktora zavisi od realizovaného nahodného vyberu V;,. Interval
(@1, Q2) nazyvame aj 100-(1—«a)-percentny interval spolahlivosti pre parameter Q
alebo skritene obojstranny interval spolahlivosti. Cislu (1—a) hovorime koeficient
spolahlivosti intervalového odhadu (Q1, Q2).

Definicia 11.5. Jednostranné intervaly spolahlivosti pre parameter (Q definu-
jeme obdobne ako v predchadzajtcej definicii. Maja tvar:

{ lavostranny interval (Q;,00): P(Q1 = Q)=1—« (11.11)

pravostranny interval (—co,@2) : P(Q < @Q2)=1— a.

Graficka interpretacia oboch definicii je na obr. 11.2. Pri obojstrannom intervale spo-
lahlivosti je a = a1 + .

Obojstranny Lavostranny Pravostranny

[e%] 1—« Qg 11—« 11—« «Q

Ql QZ Ql QZ

Obr. 11.2




Veta 11.2 (Intervaly spolahlivosti pre stredni hodnotu p, ak o pozname).
Nech nahodna premenna X zakladného stiboru mé normalne rozdelenie pravdepodob-
nosti s parametrami p a o (t. j. X ~ norm(u, o)). Potom symetricky obojstranny interval
spolahlivosti pre strednt hodnotu p na hladine vyznamnosti o mé tvar

_ g _ g
u€<x—y1_%~%,x+y1_%-ﬁ> (11.12)

Q1 Q2

a jednostranné intervaly maju tvar

M€<5—y1—a-%,00), resp. ,ue(—oo,f—i—yl_a.%>7 (11.13)
—_— —_—
Q1 Q2

kde T je vyberovy priemer, n je rozsah vyberu a Yoo = o1 (1 — %) ayl_o =2 1(1-0q)
st kvantily rozdelenia pravdepodobnosti norm(0,1) (pozri (9.18)).

Dokaz. Kedze X ~ norm(u,o), tak z viet , a (11.4) dostaneme pre ndhodnt premennii
vyberového priemeru: T ~ norm(p, \/LE) Ak podla (8.16) znormujeme tito ndhodnu pre-
T—p

menni, tak dostaneme Y = -/~ norm(0,1). Z (9.25) a (9.27) vypljva
P(-y_sSY Sy a)=1-a

Ak tu nahradime Y, tak k ziskaniu (11.12) staé¢i jednoduché tprava lavej strany:

P(_yl_% = x;’u\/ﬁg%—%) :P(f_%_

$ n s )

odtial vyjadrime p




Obdobne prebieha dokaz pre jednostranné intervaly spolahlivosti (11.13). O

Dalsie dve vety uvddzame bez dokazu.

Veta 11.3 (Intervaly spolahlivosti pre strednii hodnotu j, ak ¢ nepozname).
Nech ndhodna premennd X zakladného siboru ma normaélne rozdelenie pravdepodob-
nosti s parametrami pu a o (t. j. X ~ norm(u,o)). Potom obojstranny interval spolahli-
vosti pre stredni hodnotu p na hladine vyznamnosti @ ma tvar

* *

S S

HE(Z-tigom 5 T )

Q1 Q2

(11.14)

a jednostranné intervaly majt tvar

*

WwE <E—t1_a,n_1 . %7 oo), resp. [ € (—oo, T+ti—a,n-1- \S/ﬁ>’ (11.15)

*

Q1 Q2

kde T je vyberovy priemer, s* je vyberova modifikovana smerodajna odchylka, n je rozsah

vyberu a t1—%, n_1 & ti—a,n—1 st kvantily Studentovho ¢-rozdelenia pravdepodobnosti.
Poznamka 11.2. Porovnajme (11.12) s (11.14): vidno, Ze smerodajnd odchylka o je
nahradena jej bodovym odhadom ¢ ~ s* a kvantil normovaného normalneho rozdelenia je
nahradeny kvantilom Studentovho ¢-rozdelenia pravdepodobnosti s n—1 stupniami volnosti.




Veta 11.4 (Intervaly spolahlivosti pre rozptyl ¢?). Nech ndhodn4 premennd X
zédkladného stiboru ma normélne rozdelenie pravdepodobnosti s parametrami u a o (t. j.
X ~ norm(u,0)). Potom obojstranny interval spolahlivosti pre rozptyl o2 na hladine
vyznamnosti & ma tvar

U2€<(n—1>-s*2’ (n—l)'s*2> (1116)

a jednostranné intervaly maju tvar

o2 e <M, oo) resp. = (O, M> (11.17)

2 2
Xl—tx,n—l Xa,n—l

Q1 Q2

kde s*2? je vyberovy modifikovany rozptyl, n je rozsah vyberu a Xi%’nil aXi_ano1
st kvantily rozdelenia pravdepodobnosti X2 s n — 1 stupiiami volnosti.

Predchadzajice tri vety poskytuju intervaly spolahlivosti pre parametre norméalneho
rozdelenia pravdepodobnosti. Podobné tvrdenia by sme mohli sformulovat aj pre parametre
inych typov rozdeleni pravdepodobnosti.

Priklad 11.2. Na hladine vyznamnosti « = 0,1 uréme tieto intervaly spolahlivosti:
a) obojstranny pre strednt hodnotu; b) pravostranny pre rozptyl; c¢) obojstranny pre
smerodajnt odchylku, na zaklade nameranych hodnét na nadhodnom vybere, ktoré st
uvedené v tabulke (11.2), pricom ide o normaélne rozdelenie pravdepodobnosti hodnot
sledovaného parametra zakladného siboru.

RieSenie. VyuZijeme vydcislené vyberové charakteristiky z prikladu 31b): T = 174,55;




5*2 11,4184 a s* =~ 3,3791, pricom n = 20.
a) Rozptyl nepozname, a preto postupujeme podla (11.14): t1—%
(v MATLABe tinv(0.95,19)). Teda

= 10,095,109 ~ 1,7291

,n—1

90% 3,3791 3,3791
p € (174,55 —1,7291 - Z°—= 174,55 41,7291 - 2
V19 V19

b) Pouzijeme (11.17). K tomu potrebujeme kvantil Xi’n_l = X%,1;19 ~ 11,6509 (v MAT-
LABe chi2inv(0.1,19)). Takto

) ~ (173,2096; 175,8904).

9 90% < 19 - 11,4184
& .

' 11,6509 ) ~ (0; 18,6208).

c) Pre (11.16) potrebujeme kvantily X2 o = = X§ 9510 = 30,1435a X% | = X§ 05.10
2 e 2" e
~ 10,117 (chi2inv(0.95,19) a chi2inv(0.05,19) v MATLABe). Dostaneme

90% 19-11,4184 19-11,4184
I o ? ~ 2 2 . 4 .
< <\/ 30,1435 \/ 10,117 > (2,6828; 4,6308)

11.3. Testovanie Statistickych hypotéz

Statisticka hypotéza je istd domnienka (tvrdenie) o vlastnostiach rozdelenia pravde-
podobnosti ndhodnej premennej X alebo viacerych ndhodnych premennych. Testovanie
Statistickej hypotézy (mozeme povedat aj overovanie pravdivosti domnienky) je po-
stup, pri ktorom na zaklade ndhodného vyberu zo zakladného stboru rozhodneme, ¢i na
zvolenej hladine vyznamnosti a (t. j. so spolahlivostou 1 — o) dantt hypotézu zamietame
(neprijmeme) alebo nezamietame (prijmeme). V pripade zamietnutia prijmene alterna-
tivnu (,,opaéni*) hypotézu.




Priklad 11.3. Chceme zistit, ¢ v podniku priemerny denny odpad p istého kovu ne-
presiahne 26 jednotiek hmotnosti. Potom by sme testovali hypotézu p < 26, pricom alter-
nativna hypotéza by mala tvar u > 26. Na zjednodusenie testovacieho postupu moézeme
hypotézu p < 26 zapisat v tvare rovnosti g = 26.% Tymto krokom nestratime na vse-
obecnosti iivah, lebo predpokladame krajnt pripustna hranicu odpadu. Teda na zaklade
zistenych odpadov pocas istého poc¢tu dni (ndhodny vyber) by sme testovali hypotézu
Ho: 1 = 26 oproti (vo vztahu k) alternativnej hypotézy Hi: p > 26. Takému testovaniu
budeme hovorit test zhody parametra so zndmou konstantou (parameter je u a
konstanta je 26).

%Takto je to obvyklé v ucebniciach Statistiky.

Priklad 11.4. Jeden z ukazovatelov presnosti meracieho pristroja je smerodajna od-
chylka o chyby merania. Vyrobca udava maximalnu smerodajni odchylku 4 jednotky.
Jeho tdaj overime testovanim hypotézy Ho : o < 4 oproti alternativnej hypotéze
H1: o > 4. Z rovnakych dévodov ako v predchadzajicom priklade mézeme Hy zapi-
sat v tvare Hy: o = 4.

Hypotézy oboch prikladov porovnévaji parameter (i, resp. o) zékladného stiboru s kon-
krétnou konstantou, t. j. informuji o zhode parametra so znamou konstantou.

Priklad 11.5. K zisteniu toho, ¢i priemerna Zivotnost p istého vyrobku vyrobeného
postupom A je vicSia nez jeho priemernd zivotnost vyrobeného postupom B formulu-
jeme hypotézy pua < up a pa > up, ¢o opit mozeme zapisat takto: testujeme hypotézu
Ho: pa = pp oproti alternativnej Hy: pa > pp. Vzhladom na ostrtt nerovnost overu-
jeme alternativnu hypotézu.

Tu, na rozdiel od prvych dvoch prikladov, hypotézy porovnavaji parametre dvoch
zékladnych siborov, t. j. informuji o zhode parametrov dvoch stborov

Dalsi typ hypotéz informuje o tom, ¢ distribu¢éné funkcia F ndhodnej premennej X je
na zaklade ndhodného vyberu totozna s nami predpokladanou distribu¢nou funkciou Fy,




¢o mdzeme zapisat v tvare Ho: F = Fy oproti Hy: F # Fy. Hypotézy informuji o zhode
rozdeleni pravdepodobnosti.
Teraz uvedieme zakladné pojmy testovania Statistickych hypotéz:

1.

Nulova hypotéza Hy je hypotéza (domnienka), ktorej platnost overujeme. Je napr.
tvaru Hg : @ = Qp, kde @ je parameter zdkladného siboru a @y je konkrétna
konstanta. MoZeme ju zapisat aj v tvare Ho: @ — Qo = 0 (porovnavanie s nulou), a
preto je standardne pouzivany nazov nulova hypotéza.

. Alternativna hypotéza H; je hypotéza (domnienka), ktort prijimame v pripade

neprijatia nulovej hypotézy. Jej tvar zavisi od samotnej formulacie testovania. Uve-
dieme tieto tri zdkladné tvary:

a) pravostranna alternativna hypotéza : Hy: @ > Qo;

b) lavostranna alternativna hypotéza : Hi: Q < Qo;

¢) obojstranna alternativna hypotéza : Hy: @ # Q.
Testovacia charakteristika G je istd konkrétna funkcia (presnejsie ndhodné pre-

mennd) G = g(x1, 2, ..., T,), ktord zavisi od ndhodného vyberu. Pre kazda dvojicu
Ho a H; ma Specialny tvar a rozdelenie pravdepodobnosti.

Kriticka oblast K|, alebo oblast zamietnutia je mnozina (spravidla interval(y)),
ktord je urcena kvantilom testovacej charakteristiky G.

Hypotézu Hy zamietame na hladine vyznamnosti o préve vtedy, ked hodnota testo-
vacej charakteristiky G € K, (t. j. prijimame alternativnu hypotézu H; ).

V ramci zhrnutia problematiky uvaddzame etapy testovania statistickych hypotéz:

1.
2.

Formulujeme predpoklady o ndhodnych premennych, ktorych sa testovanie tyka.

Zvolime hladinu vyznamnosti «, resp. koeficient spolahlivosti v = 1 — a.




3. Formulujeme nulovt hypotézu H, a alternativnu hypotézu H; .

4. Zo ziskaného ndhodného vyberu vy¢islime hodnotu prislusnej testovacej charakteris-
tiky G = g(x1, o, ..., Ty).

5. Na zaklade zodpovedajiceho kvantilu uréime kriticku oblast K.

6. Urobime zaver testovania, ktory spociva
— bud v zamietnuti Hy (a teda prijati Hy)
— alebo v prijati (nezamietnuti) Hj.

11.4. Testy zhody parametra zakladného stiiboru so znamou kon-
Stantou

V tejto casti sa budeme venovaf testovaniu Statistickych hypotéz na danej hladine vy-
znamnosti «, ktoré informuji o vztahu nejakého parametra zékladného stiboru so zndmou
konstantou. Na zdklade Standardnej formulacie nulovej hypotézy, v zapise ktorej vystu-
puje rovnost, mozeme hovorit o zhode parametra zakladného siboru so znamou
konstantou. Vo vsetkych troch uvedenych testoch predpokladame, ze ndhodné premenna
mé normélne rozdelenie pravdepodobnosti, t. j. X ~ norm(u, o) a budeme skimat zhodu
parametra p alebo o, resp. o2, so znamou konstantou. K tomu budeme potrebovat jeden
ndhodny vyber rozsahu n s nameranymi hodnotami z1, s, ..., , (preto tymto testom
hovorime jednovyberové testy) a z neho vypocitané vyberové charakteristiky =, s* atd.
Strukttra vykladu bude takato: uvedieme nulovii hypotézu, tvar testovacej charakteris-
tiky a potom typ alternativnej hypotézy bude uvedeny stcasne s kritickou oblastou K,
(t. j. ak hodnota testovacej charakteristiky patri do kritickej oblasti, tak nulovi hypotézu
zamietame). Nebudeme robit dokazy o type rozdelenia pravdepodobnosti jednotlivych tes-
tovacich charakteristik, ktorych kvantily vystupuja v zapisoch kritickych oblasti.

Y -test zhody strednej hodnoty so zndmou konstantou py (o poznéme)

Nulova hypotéza: Hg: 1 = ppo-




Testovacia charakteristika:

y=2"H /. (11.18)
g

Kriticka oblast K, pre alternativnu hypotézu
a) Hi: u> po je (Y1—a; 00), t. j. Ho zamietame pre Y > y1_q;

b) Hi: p < po je (—00; —Y1-a), t. j. Ho zamietame pre Y < —y;_q;

c) Hi: p# uo je (—oo; —yl_%) U (yl_% ; 00), t. j. Ho zamietame pre

|Y| > yl—gu
2
kde yg je B kvantil normovaného norméalneho rozdelenia pravdepodobnosti.

Priklad 11.6. Meral sa percentudlny obsah cinu vo vzorkdch rudy. Vysledky 74 ne-
zavislych merani st v tabulke, v ktorej v prvom riadku je percentudlny obsah cinu a
v druhom riadku zodpovedajuca frekvencia:

5|60]65| 70|75
oj1L| 532"

Predpokladame, Ze obsah cinu mé normalne rozdelenie s disperziou 85. Na hladine vy-
znamnosti 0,05 otestujme hypotézu, ¢i priemerny percentuédlny obsah cinu v rude a) sa
vyznamne lisi od hodnoty 52 %; b) je mensi nez 56 %.

%-ny obsah Sn || 30 | 35 | 40 | 45
frekvencia n; || 1 | 3 | 4 | 10

50 | 5
15| 2

Riesenie. Nech X je ndhodna premenna, ktora nadobiida hodnoty percentualneho obsahu
cinu v rude. Zrejme X ~ norm(u, v/85). Lahko zistime, Ze pre tento nahodny vyber rozsahu
n =74 je T ~ 53,2432. Takto pre a = 0,05 :

a) pre po = 52 budeme testovat nulovi hypotézu Hy: p = 52 oproti alternativnej hypotéze
Hi: p # 52. Vydéislime hodnotu testovacej charakteristiky (11.18):

T — o 53,2432 — 52
Y = o 2220 0% /74~ 1,16.
o v V85




Pre uvazovanu alternativnu hypotézu najdeme kvantil y, o = yg 975 = 1,96. Kedze |Y| =~

M

~ 1,16 # B 1,96, tak hypotézu Hy nezamietame, t. j. na hladine vyznamnosti 0,05

priemerny percentudlny obsah cinu v rude sa vyznamne nelisi od hodnoty 52 %.

V MATLABEe by cely vipocet mohol prebiehat takto:
x = [30,35 x ones(1, 3), 40 x ones(1,4), 45 x ones(1,10), 50 x ones(1, 15), 55 * ones(1, 20),
60 * ones(1,11), 65 * ones(1,5), 70 x ones(1,3),75,75]; n = length(z); alfa = .05; y =
= (mean(z) — 52) * sqrt(n)/sqrt(85); norminv(l — alfa/2);
b) pre po = 56 budeme testovat nulovi hypotézu Hp: p = 56 oproti alternativnej hypo-

téze H; : p < 56. Tentoraz testovacia charakteristika ma hodnotu ¥V = E_aﬁ VO
~ % -V74 ~ —2,5722 a pozadovany kvantil y1_, = 0,95 ~ 1,6449. Pretoze

—25722~ Y < —y1_o =~ —1,6449, tak na na hladine vyznamnosti 0,05 priemerny percen-
tudlny obsah cinu v rude je mensi nez 56 % (hypotézu Hy zamietame).

t-test zhody strednej hodnoty so zndmou konstantou pg (o nepoznéme)

Nulova hypotéza: Hy: pu = po.
Testovacia charakteristika:

t=2""H0 /. (11.19)

S*

Kriticka oblast K, pre alternativnu hypotézu
a) Hi: p> po je (b1—a,n—1; 00), t. j. Ho zamietame pre t > t1_4 n—1;

b) Hi: < po je (—00; —t1—a,n—1), t. j. Ho zamietame pre t < —t1_q, n—1;

2

c) Hi: p# po je (—oo; —ty_a , 1)U (tl—%,n—l; o0), t. j. Ho zamietame pre

kde tg ,—1 je 8 kvantil Studentovho t-rozdelenia pravdepodobnosti s n — 1 stupniami vol-
nosti.




Priklad 11.7. Riesme priklad z predchadzajiceho odseku v pripade, Ze rozptyl o2 je
neznamy.

RiesSenie. Nulové a alternativne hypotézy sa nemenia.
a) Pre dany vyber je s* ~ 9,1574 a testovacia charakteristika ma podla (11.19) hodnotu:

t:m.\/ﬁNM.w/mleﬁ?g,

s* T 09,1574
Pre pozadovany kvantil plati

|t| ~ 1,1679 # ti_g no1 = to,975,73 = 1,9930,

a preto hypotézu Hy nezamietame.
b) Testovacia charakteristika mé& hodnotu ¢ ~ % -V/74 = —2,5897 a kedze
—2,5897 &~ t < —t1_q;n—1 = —t0,95;73 =~ —1,6660, tak opit prijimame rovnaky zaver ako

v predchidzajicom priklade.

Poznamka 11.3. Porovnajte si hodnoty testovacich charakteristik a prislusnych kvanti-
lov v poslednych dvoch prikladoch, ktoré sa lisili v tom, ¢i ¢ pozname alebo nepozname.

X 2-test zhody rozptylu o2 so zndmou konstantou o2

Nulova hypotéza: Hy: o2 = o2.

Testovacia charakteristika:
2 _n—-1

X = s (11.20)

Kriticka oblast K, pre alternativnu hypotézu
a) Hi: 0® > g je (X3 _a n_13 00), t. j. Ho zamietame pre x> > X3_, ,_1;




b) Hi: 02 < o3 je (0; X2, 1), t- j. Ho zamietame pre X < X2 ,,_;;

¢) Hi: 0® # o5 je (0; X&  )U(X_o |3 00), t. j. Ho zamietame pre
2’ 27

2 2 2 2
X <X%7n_1 alebo pre X >Xl—%,n—1’

kde X?i n_1 je B kvantil X2 rozdelenia pravdepodobnosti s n — 1 stuptiami volnosti.

Priklad 11.8. Nech X ~ norm(u,o) je ndhodné premennd, pricom v ndhodnom vy-
bere boli namerané hodnoty, ktoré stt uvedené v tabulke (11.3). S koeficientom spolahli-
vosti 7 = 0,1 overme, ¢i je jej disperzia o2 vicsia nez 18.

Riesenie. Intervalové triedenie nameranych hodnét nahodného vyberu prepiseme pomo-
cou reprezentantov jednotlivych intervalov:

x; || 182226 |30 | 34|
w2 T E A T

a vypoé¢itame modifikovany vyberovy rozptyl. Overte, ze s*2 = 19,2749.
Formulacia tlohy vyZaduje vykonat Y?2-test zhody rozptylu o2 so zndmou konstantou
0?2 = 18. Rozhodujeme medzi hypotézami Ho : 02 = 18 a H; : o2 > 18. Testovacia
charakteristika (11.20) ma pre nas vyber (n = 19) hodnotu

o n—1 o 19-1

-19,2749 = 19,2749.

= 3 Y

0o

Méame a =1 — v = 0,9. Najdeme zodpovedajicu hodnotu kvantilu: X%_mn_l = X3,9; 18 ~
~ 25,9894. Kedze 19,2749 ~ X* # XT_,. 1 ~ 25,9894, tak prijimame hypotézu Ho, t. j.

.....

.....

zdveru je vSak vyrazne nizSia nez spolahlivost zaveru z prikladu.




11.5. Testy zhody parametrov dvoch zakladnych siiborov

Nech @; je isty parameter ndhodnej premennej X; jedného zakladného suboru a Qs je
,<rovnocenny“ parameter nahodnej premennej X5 iného zdkladného suiboru. Venujme sa
testovaniu Statistickych hypotéz na danej hladine vyznamnosti «, ktoré informuja o vztahu
tychto parametrov Q1 a Q2 (napr. porovnanie priemernej hmotnosti styridsatroénych Slo-
véakov s priemernou hmotnostou $tyridsatroénych Japoncov). Nulova hypotéza bude v tvare
rovnosti Q1 = @2 a alternativna hypotéza bude prave v jednom z tvarov @1 # Q2 alebo
Q1 > Q2 alebo Q1 < Q. Takéto testovanie mé vyznam len v pripade, ked obe ndhodné pre-
menné maju rovnaky typ (zakon) rozdelenia pravdepodobnosti a ak st nezavislé. K prijatiu
jednej z dvoch testovanych hypotéz musime predpokladat, Ze z prvého zdkladného siiboru

mame k dispozicii ndhodny vyber o rozsahu n; s nameranymi hodnotami 11, Z12, ..., Z1n,
a z neho vypocitané vyberové charakteristiky T, s7 atd. a tieZ z druhého zdkladného stiboru
mame k dispozicii ndhodny vyber o rozsahu ny s nameranymi hodnotami xa1, 22, . .., Tan,

a z neho vypocéitané vyberové charakteristiky T3, s5 atd. (preto tymto testom hovorime
dvojvyberové testy).

Vo vSetkych nizsie uvedenych testoch predpokladame, ze obe ndhodné premenné maja
normélne rozdelenie pravdepodobnosti, t. j. X1 ~ norm(ui,o1) a Xo ~ norm(us,os),
pri¢om budeme sktimat zhodu parametrov p; a po alebo zhodu o3 so o3.

Strukttra vykladu bude obdobna ako pri jednovyberovych testoch.

Y-test zhody dvoch strednych hodnot p; a ug (01,02 poznime)

Nulova hypotéza: Hy: pu1 = ps.
Testovacia charakteristika:

i W e (11.21)

\/ng-of—knl-ag

Kriticka oblast K, pre alternativnu hypotézu
a) Hyi: py > ps2 je (Y1—a; 00), t. j. Ho zamietame pre Y > y1_q;

Y =




b) Hy: 1 < pz je (—00; —y1—q), t. j. Ho zamietame pre Y < —y;_q;

c) Hy: p1 # pe je (—o0; —yl_%) U (91—% ; 00), t. j. Ho zamietame pre
|Y| > ylfga

kde yg je B kvantil normovaného normalneho rozdelenia pravdepodobnosti.

Priklad 11.9. Na ndhodne vybranych osobnych autach dvoch typov A a B sa zistila
takdto priemernd spotreba benzinu v litroch na 100 km jazdy na dialnici:

spotreba ¢/100km || 6,8 6,9 | 7] 72|73 |74|75|76]|7,7]79

n; pre typ A 1|0 (3|6 |14[10| 5 | 2 |0 1
n; pre typ B 0 1 (27 (20|14 | 7 | 2 1 0

Nech X4 (Xg) je ndhodnad premennd, ktord nadobtida hodnoty priemernej spotreby
benzinu v litroch na 100 km jazdy na dialnici osobnym autom typu A (B) a nech X4 ~
~ norm(pa;0,2) a Xp ~ norm(up;0,15). Overme na hladine vyznamnosti 0,01, & sa
sledovana priemerna spotreba benzinu u oboch typov aut vyrazne lisi.

Riesenie. Budeme testovat nulovii hypotézu Hgy: a4 = up oproti alternativnej hypotéze
Hi: pa # pp. Z realizovanych nédhodnych vyberov mozeme lahko uréit tieto vyberové
charakteristiky: nq = 42, ng = 54, T4 ~ 7,3286 a T ~ 7,3389. KedZe 04 = 0,2 a o =
= 0,15, tak testovacia charakteristika (11.21) m4 pre uvazované ndhodné vybery hodnotu

Y = A" T8 a6 713389 T~ —0.2784.
\/nB-ag+nA-ag \/54-0,04+42-0,0225

K uvazovanému testu uréime tento kvantil: Y1-2 = Yo,995 ~ 2,5758.
Kedze 0,2784 ~ |Y| # Yr-g & 2,5758, tak hypotézu Ho na hladine vyznamnosti 0,01
nezamietame, t. j. na 99 % nie je vyznamny rozdiel medzi sledovanymi spotrebami benzinu.




t-test zhody dvoch strednych hodndt py a ps (01,02 nepozndme)

Nulova hypotéza: Hg: p1 = ps.

Ak n; > 30 a ng > 30, tak polozime o1 = s} a 01 = s} a pouzijeme Y-test s testovacou

charaktoristikou (11.21).
Ak n; < 30 alebo ny < 30, tak pri dalSom predpoklade oy = 02 mame:

Testovacia charakteristika:

— N . ny-na-(n1+ns—2)

(fl - x2) ni1+ns (11 22)
\/(nl —1)-s12+ (ng— 1) - s32

=

Kriticka oblast K, pre alternativnu hypotézu
a) Hi: p1 > p2 je (fi—a,m; 00), t. j. Ho zamietame pre t > t1_q, m;

b) Hi: p1 < pe je (—00; —ti—a,m), t- j. Ho zamietame pre ¢ < —t1_q, m;
c) Hyi: p1 # po je (—o0; _t17%,m) U (t17%,m§ 00), t. j. Ho zamietame pre || > -2 s

kde tg ,,, je B kvantil Studentovho ¢-rozdelenia pravdepodobnosti a m = n; + ng — 2.

Priklad 11.10. V priklade predchadzajiceho odseku sme mali na = 42 > 30 a ng =
= 54 > 30, a preto by sme ho riesili rovnakym postupom aj v pripade neznamych
smerodajnych odchylok o4 a op. Polozili by sme 04 ~ s% ~ 0,1838 a op ~ s ~ 0,1433.
Testovacia charakteristika (11.21) by mala hodnotu Y ~ —0,2997 a dospeli by sme k tomu
istému zéveru (premyslite si to).




Priklad 11.11. Isty vyrobok sa vyraba dvoma technologickymi postupmi. Pri ndhodne

.....

namerand hodnota znamend kvalitnejsi vyrobok):

hodnota z; || 30 | 31| 32|33 |34]35]36
njprepostup A || 1 | 0|3 |7 |4|1]0
njprepostup B || 0 | 1 | 3|6 |5 |01

Rozhodnime na hladine vyznamnosti 5%, ¢i technologickym postupom B sa dosahuje
vyssia kvalita vyrobkov nez postupom A, ak je zndme, Ze pri oboch postupoch kvalita
vyrobkov ma normaéalne rozdelenie pravdepodobnosti.

RieSenie. Nech X4 (Xp) je ndhodné premennd, ktord nadobtda hodnoty priemerného
ukazovatela kvality vyrobku, ktory je vyrobeny postupom A (B) anech X4 ~ norm(pua,oa)
a Xp ~ norm(up,op) (v stlade s textom prikladu). Budeme testovat nulovi hypotézu
Ho: pwa = pp oproti alternativnej hypotéze Hy: pua < pp.

Z realizovanych ndhodnych vyberov moézeme lahko uréif tieto vyberové charakteristiky:
na = 16 £ 30, ng = 16 (t. j. nemozeme pouZit postup rieSenia z predchddzajiceho
prikladu), T4 = 33, Tp = 33,1875, s¥ ~ 1,1547 a s ~ 1,1673. Vidno, Ze hodnoty oboch
vyberovych modifikovanych smerodajnych odchylok s% a s} sa ,velmi nelisia“, a preto

mozeme prijat predpoklad, 7ze o4 = op. PouZijeme testovaciu charakteristiku (11.22),
ktord ma pre ny = ny = n (o je nas pripad) tvar (overte):
T1—T TA—T 33 — 33,1875
p= T2 e ~ J V16 ~ —0,4668.

e n—=— —"- n ~
s12 + 532 S+ 532 V/1,15472 + 1,16732

Pretoze m = nqa +np —2 = 16 + 16 — 2 = 30 a pre kvantil t1_q, »m = %0,95:30 ~ 1,6973
dostaneme —0,4668 ~ t £ —t1_o m ~ —1,6973, a preto hypotézu H; neprijimame t. j.
na zaklade poskytnutych ndhodnych vyberov so spolahlivostou 95 % nemézeme tvrdit, Ze
vyrobny postup B poskytuje kvalitnejsie vyrobky. Pre zaujimavost: overte, Ze so spolahli-
vostou 60 % mozeme tvrdit, ze vyrobny postup B poskytuje kvalitnejSie vyrobky!




F-test zhody rozptylov 07 a 03

Nulova hypotéza: Hy: 0% = 03.

Testovacia charakteristika:
(11.23)

pricom indexy 1 a o volime tak, aby platilo s7 > s3.

Kriticka oblast K, pre alternativnu hypotézu
a) Hi: 02 > 03 je (Fi—amy.ms; ), t. . Ho zamietame pre F' > Fi_q yny mo;
b) Hi: 0% # o3 je (Fy_ 2y my 5 00); £ . Ho zamietame pre F > Fy _a ., o,
kde pocet stupniov volnosti je mq = ny—1, mg = ng—1 a Fg. pm, .m, je 8 kvantil Fisherovho-
Snedecorovho rozdelenia pravdepodobnosti.

Priklad 11.12. Z udajov predchadzajiceho prikladu overme na hladine vyznamnosti

0,1, ¢i sa rozptyly zakladnych stiborov vyznamne lisia.

RieSenie. Najskor vhodne odislujeme stibory: poziadavka si > s3 je splnend, ak index ;

priradime vyrobnému postupu B a index o vyrobnému postupu 4, t. j. s = s7 =~ 1,1673 a

s% = s ~ 1,1547. Takto testujeme hypotézu Ho: 0% = o3 oproti hypotéze Ho: 0% # o3.

Pre testovaciu charakteristiku (11.23) mame
_sp? N 1,16732
T os52 71,1547

~ 1,0219

a pre prislusny kvantil F;_« = Fp.05:15,15 =~ 2,4034. Pretoze

2 i Mm1,m2

1,0219 ~ F # F ~ 2,4034,

O
— g yM1,Mm2

tak hypotézu Hy nezamietame, t. j. na danej hladine vyznamnosti sa rozptyly vyznamne
nelisia.




11.6. Poznamky k odhadom parametrov a testovaniu Statistickych
hypotéz

V predchadzajucich dvoch kapitolach sme sa zaoberali bodovymi a intervalovymi odhadmi
parametrov zakladného suboru a testovanim statistickych hypotéz o parametroch. Vsetky
uvahy boli ststredené len na v praxi najdolezitejsie rozdelenie pravdepodobnosti, a to na
normalne rozdelenie pravdepodobnosti. Tato problematika je obsiahnutd v odporucanej
literattre aj pre dalsie typy rozdeleni pravdepodobnosti.

Velmi délezitou tilohou v matematickej Statistike je tzv. testovanie zhody rozdeleni
pravdepodobnosti, v rdmci ktorého na podklade ndhodného vyberu sa zistuje, ¢i na-
hodna premenna ma alebo nema predpokladané konkrétne rozdelenie pravdepodobnosti.
Najcastejsie sa pritom pouziva Pearsonov test, Kolmogorovov test, Kolmogorovov-
Smirnovov test a dalsie.

Zaujimavé st aj testy extrémnych odchylok, pri ktorych sa testuje, éi napr. najmen-
$ia namerand hodnota, ktora je ,,vyrazne mensia od ostatnych nameranych hodnét“ nie je
zatazena tzv. hrubou chybou merania. Ak to test potvrdi, tak takuto extrémnu hodnotu
vyltcéime z nameranych hodnét. Pouziva sa k tomu napr. Grubbsov alebo Dixonov test.

Ulohy

11.1. Nahodnym vyberom boli namerané tieto ¢asy prichodov studentov pred zaciatkom
prednasky v min.: 5,1; 0,5; 2,2; 2,5; 7,1; 1,6; —2,3; 2,8; 4,0; 3,3; 6,7; —3,9; 1,9; 2,4; 1,6;
—1,1. Vypocitajte vyberovy priemer, vyberovy rozptyl, vyberovy modifikovany rozptyl,
vyberovi smerodajnt odchylku a vyberovi modifikovanti smerodajnt odchylku ¢asov pri-
chodu studentov pred zaciatkom prednasky. [2,15; 8,1012; 8,6413; 2,8463; 2,9396]

11.2. V laboratériu bol merany percentualny obsah medi v istej zliatine. Vysledky merani
z; ||3,0]33]36]39]42]45]48
niH4‘7‘12‘18‘21‘13‘5

su v tabulke (n; st frekvencie):




Vypocitajte vyberovy priemer, vyberovy rozptyl, vyberovy modifikovany rozptyl, vybe-
rova smerodajnu odchylku a vyberovi modifikovanta smerodajnt odchylku percentualneho
obsahu medi v zliatine. [3,99; 0,2102; 0,2128; 0,4584; 0,4613]

11.3. Zo zakladného stiboru bol urobeny nahodny vyber s tymito nameranymi intervalovymi
hodnotami a ich frekvenciami sledovaného znaku

zi || 156—17 | 17-19 | 19-21 | 21-23 | 23-25 | 25—27

an 10 ‘ 30 ‘ 50 ‘ 70 60 ‘ 30
Vypocitajte T, s2, s*2, s a s*. [21,84; 7,0144; 7,0426; 2,6485; 2,6538]

11.4. Nahodny vyber 32 analyz na overenie koncentracie istej chemickej latky v roztoku
z ||9|11 12|14 ] 15|16 | 17| 18|20 | 21
ng||1]2]3]4|7]5]|4]3]2]1
Predpokladédme normalne rozdelenie pravdepodobnosti koncentracie so zndmym o2 = 7,4.
Uréte: a) obojstranny interval spolahlivosti pre nezndmu stredntt hodnotu g na hladine
vyznamnosti 0,01; b) 99 %-ny lavostranny interval spolahlivosti pre u; ¢) pravostranny
interval spolahlivosti pre u s koeficientom spolahlivosti 0,95.

[a) (14,1051;16,5824); b) (14,2250; c0); ¢) (—00;16,1347)]

poskytol tieto vysledky:

11.5. Zo zakladného stiboru s norméalnym rozdelenim, kde je zndmy rozptyl o2 = 0,06 bol
urobeny ndhodny vyber s nameranymi hodnotami: 1,3; 1,8; 1,4; 1,2; 0,9; 1,5 a 1,7. Urcte: a)
95 %-ny obojstranny interval spolahlivosti pre strednt hodnotu pu; b) lavostranny interval
spolahlivosti pre p s koeficientom spolahlivosti 0,9; ¢) pravostranny interval spolahlivosti
pre 4 na hladine vyznamnosti 0,01. [a) (1,2185;1,5815); b) (1,2814; 00); ¢) (—o0; 1,6154)]

11.6. Za predpokladu, ze ¢as prichodu studentov na prednasku sa riadi norméalnym rozdele-
nim pravdepodobnosti s nameranymi hodnotami na nahodnom vybere z prvého prikladu,
uréte a) 99,5 %-ny obojstranny interval spolahlivosti pre strednt hodnotu ¢asu prichodu
na prednasku; b) 99 %-ny pravostranny interval spolahlivosti pre rozptyl ¢asu prichodu na




prednasku. [a) (—0,2649;4,5649); b) (0;24,7870)]

11.7. Zo zakladného stiboru s normalnym rozdelenim pravdepodobnosti sa urobil ndhodny
vyber s nameranymi hodnotami 22.4; 28,0; 20,1; 27,4; 25,6; 23,9; 24,8; 26,4; 27,0 a 25,4.
Pre strednti hodnotu p uréte 95 %-ny obojstranny a oba jednostranné intervaly spolahli-
vosti. [(23,3614;26,8386); (23,6912; c0); (—o0; 26,5088)]

11.8. Na ndhodnom vybere sto vyrobenych sudiastok sa zistovala ich hmotnost. Na za-
klade vysledkov merani bola uréens modifikovana vyberova disperzia s*? = 134,7. Vypo-
Citajte: a) 99 %-ny obojstranny interval spolahlivosti pre rozptyl a smerodajni odchylku
zékladného stiboru; b) Tavostranny interval spolahlivosti pre o2 s koeficientom spolahli-
vosti 0,95; ¢) pravostranny interval spolahlivosti pre disperziu na hladine vyznamnosti
a) (95,9465;200,5004); (9,7952;14,1598);

0,05. b) (108,2189; c0); ¢) (0;173,0816)

11.9. Zo zakladného stboru bol urobeny nahodny vyber s nameranymi intervalovymi hod-
notami a ich frekvenciami, ktoré st uvedené v tretom priklade. Uréte: a) interval, v kto-
rom sa nachadza strednd hodnota p s pravdepodobnostou 0,95; b) hodnotu, pod ktort sa
s pravdepodobnostou 0,95 strednd hodnota nedostane; c) hranice, v ktorych sa nachédza
smerodajnd odchylka s pravdepodobnostou 0,95; d) hodnotu, ktorti s pravdepodobnostou
0,95 rozptyl neprekroci. [a) (21,5094;22,1706); b) 21,5629; c) (2,4398;2,9093); d) 8,2149]

11.10. Pri tradicnom sposobe opracovania suciastok sa dosahovali priemerné hodnoty 4,4
istej kvalitativnej vlastnosti so smerodajnou odchylkou o = 0,4. Pokusne sa zavadza nova
metoda opracovania suciastok, ktorou opracovali 20 sticiastok a dosiahli sa takéto vysledky:
4,5; 4,3; 4,1; 4,9; 4,6; 3,6; 4,7; 5,1; 4,8; 4,0; 3,7; 4,4; 4,9; 4,9; 5,2; 5,1; 4,7; 4,9; 4,6; 4,8.
Na hladine vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu Hy : u = 4,4 oproti Hy : p > 4,4 za




predpokladu normalneho rozdelenia pravdepodobnosti hodnot sledovanej vlastnosti.
[Y ~ 2,1243 > norminv(0.95) ~ 1,6449 = H;|

11.11. Z krabice sme ndhodne vybrali 10 klincov s dizkami [v mm]: 82, 80, 82, 81, 81, 80,
81, 81, 82 a 81. Na hladine vjznamnosti 5% otestujte, ¢i sa stredna hodnota dlzok klincov
vyznamne lisi od hodnoty 80 mm udanej na krabici, za predpokladu normalneho rozdelenia
pravdepodobnosti dlzok vsetkych klincov.

[Ho: p=280; Hi: p#80; [t ~4,7143 > tinv(0.975,9) ~ 2,2622 = H; ]

11.12. Na ndhodnom vybere bola merana koncentrécia istej chemickej 14tky v roztoku (v %)
s tymito vysledkami: 30, 32, 34, 40, 36, 37, 36, 38, 35, 42. Na hladine vyznamnosti 0,05
testujte hypotézu Hp: p = 38 oproti H;: p < 38 za predpokladu, ze zdkladny stubor ma
normalne rozdelenie pravdepodobnosti.

[t ~ —1,7770 £ —tinv(0.95,9) =~ —1,8331 = Ho]

11.13. Linka mestskej autobusovej dopravy ma v dobe dopravnej Spicky priemernua rych-
lost v centre mesta 8 km/hod. Zistovalo sa, ¢i by zmena trasy viedla k zvySeniu priemernej
rychlosti. Nova trasa bola prejdenad v desiatich nahodne vybranych diioch a v dobe do-
pravnej Spicky boli zistené tieto priemerné rychlosti: 8,5; 9,5; 7,8; 8,2; 9,0; 7,5; 8,2; 7.8;
9,0 a 8,5. Na hladine vyznamnosti a) 0,01; b) 0,05 zistite, ¢i zmena trasy vedie k zvySeniu
priemernej rychlosti za predpokladu normélneho rozdelenia pravdepodobnosti priemernej
rychlosti. Ho: p=8 Hyi: p>8

a) t = 2,0112 ¥ tinv(0.99,9) ~ 2,8214 = Ho;

b) t = 2,0112 > tinv(0.95,9) ~ 1,8331 = H;
11.14. Vzorky chemickej latky boli analyzované polarografickou metédou s nameranymi
vysledkami 38,2; 36,4; 37,7; 36,1; 37,9; 37,8 a titraénou metédou s nameranymi vysledkami
39,5; 38,7; 37,8; 38,6; 39,2; 39,1; 38,9; 39,2. Je zname, ze pri oboch meraniach ide o normalne
rozdelenie pravdepodobnosti s rovnakymi disperziami. Na hladine vyznamnosti 5 % overte
hypotézu o rovcennosti oboch metdd.




Ho: pp =pe Haz pp 7 pie
|t| ~ 4,0864 > tinv(0.975,12) ~ 2,1788 = H,

11.15. Napétie v jadre urc¢itého typu mikroprocesora méa pripustni variabilitu, ktora je
vyjadrena smerodajnou odchylkou 0,025 [V]. Ndhodne vybranych 9 mikroprocesorov tohto
typu dalo takéto hodnoty napitia [V]: 1,02; 1,05; 0,97; 1,01; 0,98; 1,03; 0,96; 1,00 a 0,98.
Na hladine vyznamnosti 0,05 overte, ¢i je dodrzana pripustné variabilita napétia u tohto
typu mikroprocesora alebo je v skutoénosti vyssia. (Predpokladdme normaélne rozdelenie
pravdepodobnosti napitia). l Ho: 0% =0,0252 Hy: o2 > 0,025° ]

X2 ~ 11,5200 # chi2inv(0.95,8) ~ 15,5073 = Ho
11.16. Podla informécii vyrobcu je variabilita Zivotnosti vyrabanych obrazoviek vyjadrena

smerodajnou odchylkou 45hod. O zivotnosti ndhodne vybranych 50 obrazoviek, vyrobe-
nych u tohto vyrobcu, boli zistené tieto udaje (intervalové triedenie):

7 || 1860— | 1900 | 1940 | 1980 | 2020~ | 2060— | 2100—
7 || —1900 | —1940 | —1980 | —2020 | —2060 | —2100 | —2140 .
| T | 4 | 12 | 14 | 15 | 3 | 1

Testom na hladine vyznamnosti 2 % overte, ¢i sa da prijat predpoklad, Ze je variabilita Zi-
votnosti obrazoviek také, ako tvrdi vyrobca alebo nie (predpokladdme normaélne rozdelenie
pravdepodobnosti Zivotnosti obrazoviek).
Ho: 02 =452 Hy: 02 # 452
Xx? ~ 57,6632 € (28,9406; 74,9195) ~
~ (chi2inv(0.01,49), chi2inv(0.99,49)) = Ho

11.17. Pristroj meral dobu reakcie na svetelny signal v stotinach sekundy u desiatich na-
hodne vybranych vodicov z povolania, pricom bol zisteny vyberovy priemer 7, = 34 a
u dvadsiatich cerstvych absolventov autoskoly, kde bol zisteny vyberovy priemer x, = 42,
pricom pozname disperzie 012, = 3 a 02 = 6. Na hladine vyznamnosti 0,05 rozhodnite, ¢i
doba reakcie na svetelny signal zévisi od dizky praxe vodica (v oboch pripadoch predpo-




kladdme normalne rozdelenie pravdepodobnosti doby reakcie vodicov na svetelny signal).
Ho: pp = pa Hit pp # pla
Y| =~ 10,3280 > norminv(0.975) ~ 1,9600 = H;

11.18. Urdity vyrobok sa vyraba dvoma technologickymi postupmi. Kontrolnym meranim
boli zistené pri ndhodne vybranych vyrobkoch tieto idaje o urcitej kvalitativnej vlastnosti:
pri postupe A: 13, 15, 15, 14 a 13 a pri postupe B: 13, 12, 14, 13, 13, 15 a 16. Na hladine
vyznamnosti 5 % rozhodnite, ¢i sa disperzia kvality pri oboch technologickych postupoch
vyznamne 1i$i (predpokladdme normélne rozdelenie pravdepodobnosti hodnot sledovanej
vlastnosti). Ho: 04 =04 Hi: 0% #0%

8*2 )
F= é ~ 1,90480 # finv(0.975,6,4) ~ 6,2272 = H,




12. Korela¢na a regresna analyza

V praktickych tlohéch éasto potrebujeme rozhodnit o zévislosti ndhodnej premennej od
jednej alebo niekolkych ndhodnych premennych. Medzi dvoma ndhodnymi premennymi
moze

1. existovat funkénd zavislost (pozndme konkrétny predpis, ktory udéva stvislost oboch
ndhodnych premennych);

2. existovat stochastickd (ndhodnd) zavislost;
3. neexistovat zavislost, t. j. ndhodné premenné st nezivislé.

Prvym pripadom sa nebudeme hlbsie zaoberat. Ak st ndhodné premenné X a Y nezévislé,
tak pre koeficient korelacie p(X,Y") plati p(X,Y) = 0 (pripominame, zZe [p(X,Y)| < 1).
Tato podmienka je vSak nutnou podmienkou nezavislosti nahodnych premennych, ale nie
postacujicou. V pripade p(X,Y) = 0 nazyvame ndhodné premenné X a Y nekorelované
a v pripade p(X,Y’) # 0 im hovorime korelované. Koeficient korelacie p poskytuje infor-
maciu o miere zavislosti (hovorime tomu aj tesnost viizby) ndhodnych premennych X
a Y. Cast matematickej Statistiky, ktora sa zaobera stiidiom tejto miery zavislosti hovorime
korelaéna analyza. Tvarom (typom) zavislosti dvoch ndhodnych premennjch sa zaobera
regresna analyza.

Je samozrejmé, ze korelacna aj regresnd analyza v matematickej Statistike je zaloZena
na nahodnych vyberoch a z nich ziskanych vyberovych charakteristik. Budeme predpo-
kladat, Ze v ramci ndhodného vyberu V;, sme namerali ndhodné hodnoty w1, xs,...,,
nahodnej premennej X a im zodpovedajtice hodnoty y1,y2,. .., y, ndhodnej premennej Y.
Tym je ndhodny vyber V,, z usporiadanej dvojice ndhodnych premennych (X,Y’) repre-
zentovany usporiadanymi dvojicami (x1,y1), (%2,y2),. .., (n, yn) (pozri napr. Tubovolny
priklad v ¢asti regresné analyza).




12.1. Korelacna analyza

Budeme sa zaoberat len bodovymi odhadmi koeficientu korelacie p(X,Y") systému dvoch
nahodnych premennych. Ich odhady st prirodzenym pokracovanim bodovych odhadov
strednej hodnoty a disperzie jednej ndhodnej premennej (pozri poznidmku o diskrétnom
rovnomernom rozdeleni pri definiciach vyberového priemeru a rozptylu).

Definicia 12.1. Nech (z1,y1), (22,¥2),-- -, (Zn,Yn) s namerané hodnoty nezévislého
ndhodného vyberu V,, systému dvoch ndhodnych premennych (X,Y’), nech T a g sa ich
vyberové priemery a nech s, a s, st ich vyberové smerodajné odchylky.

Vyberova kovariancia k,, je ¢islo

n

key = %'Z(xi -Z) (v — ), (12.1)

i=1
vyberova modifikovana kovariancia k}, je ¢islo
* 1 = I . n
koy=——7 "> (@i =T) Ui =) = — kay (022

n—1 n
=1

a vyberovy korela¢ny koeficient r,, je ¢islo

kay Ky

(12.3)

Tyy = 5

Poznamka 12.1. Pripominame, Ze




Si :P_(T)z’ 312/ :?_ (5)27 kmy ::L'_y—fy (124)
a pre vyberovy korela¢ny koeficient

- A (12.5)

P — — .
Va2 - @2 /i - @

Vyberovy korelaény koeficient 7, je bodovym odhadom korela¢ného koeficientu p(X,Y")
systému dvoch nadhodnych premennych X a Y. Aj je koeficient r,, rovny nule alebo blizky
k nule, tak ndhodné premenné X a Y mozeme povazovat za Statisticky nekorelované, a teda
stemer nezavislé“. Z druhej strany, ak je hodnota |ry,| blizka k jednej, tak je tu ,Statistické
podozrenie® o linedrnej zavislosti medzi X a Y. Toto st1, bohuzial, nie vZdy spravne zavery.
Vyzadovalo by si to preniknitf hlbsie do problematiky Statistického posudzovania miery
zévislosti medzi ndhodnymi premennymi.

12.2. Regresna analyza

Nech z je pevnd (nie ndhodnd) alebo ndhodnéd premenna a Y je ndhodnd premenna a nech
tzv. podmienena stredna hodnota ndhodnej premennej Y je funkciou (zavisi od)
premennej x a parametrov ag, @i, ..., g, t. j.

E(Y|z) = ¢ = o(z; a0, a1, . . ., ak). (12.6)




Predpokladajme, ze tvar funkcie ¢ pozname, ale hodnoty parametrov ag, ai, ..., ai
st ndm nezndme. Funkciu ¢ z (12.6) nazyvame regresnou funkciou a parametre ag, aj,
..., a; regresnymi parametrami alebo regresnymi koeficientami.

My sa budeme zaoberat len tzv. lineArnym pripadom ked funkcia ¢ je linedrnou

funkciou parametrov ag,as, ..., ag, ind¢ povedané: ked sa da vyjadrif v tvare
k
0 = agpo + a101 + -+ aror = Y a;5, (12.7)
Jj=0
kde ¢o, ©1, - . ., pr st zndme funkcie premennej 2 (nezdvisia od regresnych koeficientov).

Priklad 12.1. Pre regresni funkciu ¢(x;ag,a1) = ap+aiz je po(zr) = 1 = 2% a 1 (z) =
= x = z! (to je pripad tzv. regresnej priamky) a pre regresni funkciu o(; ag, a, az) =
= ag + a1z + a27? je po(z) =1 = 2°, p1(z) = z = 2! a pa(z) = 22 (to je pripad tzv.

regresnej paraboly alebo kvadratickej regresie).
Uvazujme n usporiadanych dvojic redlnych éisel (z1,v1), (z2,92), -- -, (Tn,yn) (zi je

vstupnd hodnota a y; je vystupnd hodnota). Zékladny model regresnej analyzy predpo-
klada, ze

1. z je pevné (nendhodnd) premenna, a teda aj ¢;(z;) (1=0,1,2, ..., k, j=1,2,...,
n) s pevné premenns;
2. matica
po(z1) o(x2) ©o(Tn)
e <P1(:ff1) 901(:932) <P1(:$n) o
ee(z1) @r(@2) .. pr(zn)

m& hodnost k + 1 (pocet riadkov v matici A);




3. k+1 < n (viete zdovodnit tuto poziadavku?);

4. pevne zvolenej hodnote z; prisliicha ndhodné premennd Y; so strednou hodnotou
E(Y;) = o(@i; a0, a1, .., ax) = »_ ajp5(m:), i=1,2,...,m;

a disperziou
D(Y;) =02, i=1,2,...,n;

5. pre kovariancie ndahodnych premennych Y7, Y5, ....Y, plati

k(Y;,Ye) =0 prekazdé i,0e{1,2,...,n},i#L.

Néhodné premenné Y3, Y5, ...,Y, maji teda rovnaky rozptyl o2 > 0 a st nekorelované.

Najvhodnejsou metédou na ziskanie odhadov ag, aj, ... a; regresnych koeficientov ay,
ai, ..., ax z (12.7) je metéda najmensich Stvorcov. Pri tejto metdde (pozri éast apro-
xim4cie funkcii) st odhady aj regresnych koeficientov a; ziskavané z poziadavky, aby stucet
Stvorcov

n n k
2
S=3 [ o] =3 5~ D agete)] 129)
i=1 i=1 §=0
bol minimalny.
Odhady ag, aj, ... aj, dostaneme riesenim ststavy rovnic
aS

— =0, 7=0,1,...,k
aaj J .7




alebo pouzitim tzv. diskrétneho skalarneho sti¢inu

n

(f,9) =D f(@:) - g(x:)

i=1

rieSenim sistavy k + 1 linedrnych rovnic s k + 1 nezndmymi (¢o st hladané odhady

* % *Y.
ag,ai,...ar):

agSoo +aiSor + ... +aiSor = Soy
agSio +aiSii+ ...+ aiSie = Siy (12.10)
aSSko +afSk1+...+ (Z;’;Skk = Sky,
pricom
Sje = Sej = Z‘PJ () - pe(x;) a Sjy = Z@j(mi) " Yi (12.11)

pre j, £ € {0, 1, ..., k}.

Stistavu (12.10) nazgvame stistavou normélnych rovnic.®

12.3. Linearna regresia

V praxi sa najcastejSie pouziva $pecidlny model, ktory bol analyzovany v poslednom pri-
klade (beZne sa mu hovori linedrna regresia): ¢(z;ag,a1) = ap+a1, t. j. po(xr) = 1 = 2°

8Niekedy je uzitoény treti pristup: ak y = (y1,%2,...,yn)T aa* = (a§,af,...,a5)T
tak stistavu normélnych rovnic (12.10) mézeme vyjadrit v tvare A ATa* = Ay, kde A je matica (12.8) a
AT je matica k nej transponovana. Matica A ma hodnost k + 1 a tak aj matica A AT ma hodnost k + 1,

a preto k nej existuje inverzna matica (A AT)~!. To ale znamen4, ze a* = (A AT)~1Ay.

su stIpcové vektory,




a ¢1(z) = x = 2'. Budeme sa nim podrobnejsie zaoberat. Podla (12.11) je

n n n
50022127% 5012310221'%22%,
=1 =1 =1
n n n n n
S11=in-mi:§:x?, S@ZZl-yi:Zyi a Slyzzxi‘yi-
=1l i=1 =1 i=1 i=1

a ststava normalnych rovnic (12.10) mé tvar:

o8

n
aj-n+aj-y @i = Yi
n iﬁl 121 (1212)
ag- Y witai-yal = Yy
=1 =1 1=1

s neznamymi odhadmi af a aj. Tato sustavu moézeme riesit napr. podla Cramerovho pra-

vidla:
n
n Z Z; n n 2
Ds=| a G J=n et (Pa),
Z L Z xq,z i=1 =1
i=1 i=1
Z Yi E X n n n n
Daa - nZZl lﬁl = (Z%) : (fo) - (sz) (Zmzyz)
DT Ui Zl‘f i=1 i=1 i=1 i=1
i=1 i=1
a




Potom

n n n
Y % 2Tt ) Tiyi
i=1

n n n n
CLS _ z:i z:ln 1221 a (LT _ i=1 — . i=1 - z:; (1213)
z:l i=1 i=1 i=1
Upravami dostaneme pre odhad a}
n n n
e Z-’Eiyi_ in. > Yi
* 7 7 =1
ay = n n 9
Z = (X )
i=1 =1
b Eem-(Ee) (G2 gay
== = TY—T-y zy
n n n -5 —\2 52
=1 =1 =1
a obdobnou upravou ziskame
,_ 2 Y-TTY 12 J-T-TY
ao = .
x? — (T)2 s3
Tym sme dokazali, ze pre odhady aj, aj regresnych koeficientov ag, a; plati
TG k
ap=Y LW, g="m (12.14)
8$ Sw

Aplikujme tuto linedrnu regresiu tak, Ze so zachovanim potrebnych poziadaviek ,na-
vzéjom zamenime z a y“, t. j. majme regresna funkciu 1(y; bo, b1) = bo + b1y s nezndmymi




Oy
Py: . =bg + b1y

(ﬂﬂz»yz)
® Dot Yy=0ao+a1x

(xn»yn)

Oz

Obr. 12.1: Regresné priamky

regresnymi koeficientami by a b;. Obdobnou Gvahou dostaneme pre ich odhady b a b}

y< -z

g
8

ey AL Fye (12.15)

v-@)° s

Lahko podla (12.1) nahliadneme, Ze k;, = k., a preto na zéklade (12.3)

by =

ol

2
Sy

Gf{b?:@kﬁ:[ kmy :|2: I:Tmy:lQ.

2 2 .
Sy Sy Sz - Sy

Teda
[ray]” = af - b7 (12.16)

Nech p, je regresna priamka (tzv. prva regresna priamka znézornend na obr. 12.1
v suradnicovom systéme Oy, ), ktord zodpoveda modelu ¢(z;ap,a1) = ag + a1z a pp je
regresnd priamka (tzv. druha regresna priamka zndzornend v stradnicovom systéme




Oyz), ktord zodpovedd modelu 9 (y; by, b1) = bg + b1y. Dokazana rovnost
* * 2
aj - b} = [rey) (12.17)

nas informuje o tom, zZe sicin odhadov aj a b} ich smernic je druhou mocninou vyberového
korela¢ného koeficientu. Cim je tento stéin ,,blizsi“ k jednej, tym st tie priamky , blizsie“
k sebe. Z druhej strany, ¢im je tento stcin ,blizsi“ k jednej, tym viac je opravneny nas
predpoklad o linearnej zavislosti oboch premennych.

Tymto sme zdaleka nevycerpali problematiku linedrnej regresie. V odporucanej lite-
ratire mozeme najst napr. intervaly spolahlivosti pre regresné koeficienty, testy linearity
regresie, regresnt analyzu viac premennych atd.

Priklad 12.2. U deviatich ndhodne vybranych otcov bola zistené ich vyska a vyska
ich dospelych prvorodenych synov s tymito vysledkami

vyska otca (z;) || 174 | 180 | 176 | 168 | 182 | 188 | 176 | 177 | 174

vyska syna (y;) || 177 | 182 | 176 | 173 | 180 | 191 | 179 | 181 | 176
Uréme odhady regresnych koeficientov prvej a druhej regresnej priamky a vyberovy
korela¢ny koeficient.

Riesenie. Je zrejmé, ze n =9 a
9 9 9 9
> w=1595, > y;=1615, > 27 =282925, ) wy; = 286431
i=1 i=1 i=1 i=1
a sustava norméalnych rovnic (12.14) ma tvar
9-a5 + 1595-a7 = 1615; 1595-ag + 282 925-a7 = 286431,

ktorej rieSenim je aj ~ 28,8826 a aj ~ 0,8496. Teda y = 28,8826 + 0,8496-x je analytické
vyjadrenie prvej regresnej priamky.




9
Pre druhti regresnti priamku spoc¢itame stcet > y2 = 290017 a ststava zodpovedaji-
i=1
cich normalnych rovnic méa tvar

9-b5 + 1615-b% = 1595;  1615-bf 4 290 017-b% = 286431,

s rieSenim b ~ —4,6421 a b] ~ 1,0135. Teda x =—4,6421+1,0135 y je analytické vyjadrenie
druhej regresnej priamky.

Vyberovy korela¢ny koeficient uréime napriklad podla (12.5). Zrejme
286431 1595 — 282925

T = z2

9 27 9" 9

1615 — 200017
Py =
9 9

Ty = ;Y=
a po dosadeni tychto hodnét do (12.5) dostaneme r,, ~ 0,9279.

Podla (12.17) je a} - b} ~ 0,8496 - 1,0135 ~ 0,8611 ~ 0,9279%, ¢o je v stlade s predché-
dzajicimi vypoctami.

V MATLABe su tieto vypocty jednoduché. Mozeme postupovat napr. takto: najprv
zaddme x; a y; (pozor na poradie):

x = [174,180, 176, 168, 182, 188, 176, 177, 174);

y = [177,182, 176,173,180, 191,179, 181, 176]

a pomocou poly fit(x,y, 1) ziskame odhady aj a af a pomocou poly fit(y,z,1) odhady b3 a
b§. Vyberovy korelaény koeficient je prvok na vedlajsej diagonale korela¢nej matice, ktora
ziskame pomocou corrcoef(x,y). Takto pomocou r = corrcoef(x,y); r(1,2) dostaneme
pozadovany vyberovy korelacny koeficient.

12.4. Niektoré pripady nelinearnej regresie

V praxi sa ¢asto medzi nelinedrne regresie zaraduje tzv. polynomicka regresia (hoci
v zmysle nasej definicie z (12.7) ide o linearnu regresiu), ked funkcie ¢; st uréené predpisom




pj(r) = 27, j € {0,1,...k}. Hovorime jej aj polynomicka regresia stupna k, lebo
funkcia ¢ je polynémom stupna k:

k
o(z) = ao + a1z + ag2® + -+ + apa* = a;al .
§=0

Matica A z (12.8) mé v tom pripade tvar

1 1 ... 1
X1 X2 ... Tp

A= 7 |, k+l<n (12.18)
o} @} o,

V pripade tzv. kvadratickej regresie je k = 2 a p(x) = ag + a7 + apx?. Stustava
normdlnych rovnic (12.10) mé tvar

n n n
2
aj-mtai-y xitai-y i = Yy
=1 1=1 =1
n n 5 n 3 n
ag- Y wital Y witai- Y w = Y myi (12.19)
=1 =1 =1 =1
L 2 S 3 z 4 & 2
* * * _
ag-y @i tai- Yo xitai- Y ap = )Ty
i=1 p=il i=1 =1

Priklad 12.3. Odhadnime koeficienty kvadratickej regresie z predchédzajtceho pri-
kladu.

Riesenie. Odhady ag, o}, a3 mozeme ziskat rieSenim sistavy rovnic (12.19) alebo v MAT-
LABe po zadani z a y (pozri predchddzajici priklad) pomocou poly fit(z,y, 2). Dostaneme
ay ~ —875,6204, a] ~ 10,581 a a5 ~ —0,0262.




V niektorych pripadoch je mozné regresni funkciu vhodnou transforméciou upravit
na linedrny tvar y = ag + a1 s regresnymi koeficientami ag, a1, ktorych odhady af, a}
st rieSenim normélnej sistavy (12.12). Tato ststava je uréend usporiadanymi dvojicami
(xi,9:), 7 =1, 2, ..., n. Ukdzeme niektoré moznosti tychto transformacii.

e Hyperbolicka regresia 1. druhu je tvaru y = a+ . Substiticiou t = 1 dostaneme
y=a+bt, t. j. a=ag, b=0bg a tlohu (x;,y;) prebera (ch Yi)-

e Hyperbolicka regresia 2. druhu je tvaru y = Substitticiou u = 1 dostaneme

+bx
u=a+bz, t. j. a=ag, b= by a tlohu (x;,y;) preberd (z;, yll)

¢ Exponencialna regresia je tvaru y = A - B*. Logaritmovanim tejto rovnosti do-
staneme Iny = In A + In B - z. Takto pre v = Iny, ap = InA a a; = InBay je
u = ag + aqx, t. j. tlohu (x;,y;) preberd (z;,Iny;) a hfadané odhady povodnych re-
gresnych koeficientov dostaneme po vypocte odhadov afj, aj regresnych koeficientov
ag, aq takto: A* = e% a B* = e,

Priklad 12.4. Namerané hodnoty (x;,%;) funkénej zavislosti tvaru y = A - 22 sit uve-
w1 ]2 |3|4]5]|7
vi |49 |38 3229|2623

dené v tabulke . Uréme odhady regresnych ko-

eficientov A a B.

Riesenie. Logaritmovanim predpokladanej funkénej zdvislosti dostaneme Iny = In A +
+ B - Inz. Substiticiami v = lny, t = Inx, ag = InA a a; = B ju prepiSeme na tvar
u = ag + ait. Tu na vypocdet odhadov afj, aj regresnych koeficientov ag, a; pouzijeme
ststavu normdlnych (12.12) rovnic (Glohu (z;,y;) preberad (Inz;,Iny;)), n = 5):

NE

Iny;,

(lnxi) . (lnyi),

n
aj -n+aj-d lnz;, =
=1 1

.
Il

n

ay - :i:llnxi +ai- > (lnxi)2 =

i=1

NE

1

.
Il




ktora po vycisleni zodpovedajicich sim ma tvar

6-a+6,7334-a7 = 6,9405
6,7334 - a3 +9,9861-a] = 6,8378

s rieSenim aj ~ 1,5960 a a] ~ —0,3914. Potom A* = e m e1'5960 ~ 49333 a B* = af ~
~ —0,3914.

V MATLABEe je vypocet jednoduchy: napr. po zadani vstupnych udajov « = [1,2, 3,4,
5,7 ay = [4.9,3.8,3.2,2.9,2.6,2.3] pomocou zL = log(x) a yL = log(y) nadefinujeme
vstupné tdaje pretransformovanej tilohy. Odhady af, aj jej regresnych koeficientov ziskame
pomocou poly fit(xzL,yL,1). Dostaneme af ~ 1,5961 a a] ~ —0,3914. Odhad regresného
koeficientu A dostaneme v MATLABe prikazom exp(1.5961). Zvysné tvahy st rovnaké ako
bez MATLABu.

Ulohy

12.1. V tabulke st vysledky merani otd¢ok [min~!] a vykonu [kW] motora:

otacky || 2000 | 2500 | 3000 | 3500 | 4000
vykon || 29 | 43 | 55 | 64 | 71
ciu a vyberovy korelaény koeficient vykonu motora a jeho otacok; b) Odhadnite regresné

koeficienty prvej a druhej regresnej priamky.
a) ky, = 13125; ryy, = 0,9907; }
b) y = 0,021 - z — 10,6; = = 46,7415 - y + 550,7479

. Uréte: a) vyberovi modifikovani kovarian-

12.2. Na zaklade nameranych hodnét (x;,y;), ktoré st uvedené v tabulke:
w||1]2]2]3]4]6|1]|5]|3]3
Yi H 1,1 ‘ 14 ‘ 1,5 ‘ 1,7 ‘ 1,7 ‘ 2,0 \ 0,9 \ 1,8 \ 1,6 \ 1,5
uréte odhady regresnych koeficientov kvadratickej zavislosti.
[y = 0,6823 + 0,4028 -  — 0,0325 - 2]




12.3. Na zdklade nameranych hodnot (z;,y;), ktoré st uvedené v tabulke:
z; || 0 103[05]07]10
yi || 7844502011
urcte odhady regresnych koeficientov funk¢nej zavislosti typu y = a - e
[y = 8,7320 - e~ 1:9605-2]

—bx




13. Prilohy
13.1. Numerickd matematika v MATLABe

13.1.1. RieSenie rovnice f(z) =0

Priklad 13.1. Urcte kladny koreii rovnice 22 — 2 — 1 = 0. Nech z¢ = 1,3.

Riesenie. Vysledok ziskany priamo pouzitim funkcie

fzero(’funkcia’,x0)

je uvedeny iba na 4 desatinné miesta.’

>> fzero(’x~3-x-1’,1.3)
ans = 1.3247

Koreri danej rovnice vypiSeme s vi¢Sou presnostou zmenou formatu:

>> format long
>> fzero(’x"3-x-1.°,100)
ans = 1.32471795724475

DalSia moznost je zadanie intervalu, v ktorom sa nachadza koren:

x=fzero(’funkcia’, [dolhranica horhranica]) ‘

>> format long;x=fzero(’x"3-x-1.°,[0 2])
x = 1.32471795724475

Dalsia moznost je zadanie koeficientov algebrickej rovnice (dostaneme aj komplexné
korene). Pouzijeme funkciu roots:

9IMATLAB vypisuje vysledky do niekolkych riadkov, my ich budeme vypisovat skratene.




>> x=roots([1 0 -1 -11)
X=
1.32471795724475
-0.66235897862237 + 0.562279512062301
-0.66235897862237 - 0.562279512062301

Vypocet koretia uvedenej rovnice mozeme urobit tiez pomocou iteraénej metddy takto:

>> n=10; xs=1.3; EPS=0.001; i=1;
>> for i=1:n, xn=(1+xs)~(1/3),i=i+1;xs=xn; end

Vysledky po jednotlivych priblizeniach budu:

xn = 1.3200
xn = 1.3238
xn = 1.3245
xn = 1.3247

Iny spésob:

>> clear
>> x(1)=1.3; EPS=0.0001;i=1;n=10;
>> for i=1:n
x(i+1)=>1+x (1))~ (1/3);
if abs(x(i)-x(i+1))<EPS
break
end
eval i
eval x(i)
end

Vysledky po i-tej iteracii budu:




i=2 ans = 1.32000612179591
i=3 ans = 1.32382235399548
i=24 ans = 1.32454781845535
i=5 ans = 1.32468563914389

Riesenie pomocou funkcie definovanej v subore itf.m:

function Fi=itf(x);
% zapis funkcie
Fi=(1+x)~(1/3);

>> format long
>> xs=1.3;EPS=0.001;i=1;n=10;
>> f=0itf;
>> for i=1:10
xn=feval (f,xs);
if abs(xs-xn)<EPS
break
end
XS=Xn;
end
>> eval i
i=3
>> eval xn
xn = 1.32454781845535

13.1.2. Sastavy linearnych rovnic

Maticu zadavame po riadkoch:




>> A=[0.1 -0.2 0.3;-0.2 0.1 0.4;0 -0.3 0.1]
A =

0.1000 -0.2000 .3000

-0.2000 0.1000 .4000

0 -0.3000 0.1000

>> Ainv=inv(A)
Ainv =

4.8148 -2.5926 -4.0741

0.7407 0.3704 -3.7037

2.2222 1.1111 -1.1111

o O

V predchadzajiucom priklade sme urcili inverzni maticu. Pseudoinverzna matica, ur-
¢ena nizsie, sa pouziva napriklad pri rieSeni sustav linedrnych rovnic v zmysle najmensich
Stvorcov:

>> pinv(A)

ans =
4.8148 -2.5926 -4.0741
0.7407 0.3704 -3.7037
2.2222 1.1111 -1.1111

Samozrejme mame k dispozicii rozne normy. Stipcova norma:
>> norm(A,1)
ans = 0.8000
Euklidova norma:
>> norm(A,2)
ans = 0.5323
Riadkova norma:

>> norm(A,inf)
ans = 0.7000




Priklad 13.2. RieSme ststavu rovnic 10z+y—2z = 10, x+9y—2 =9, x+y—10z = —8.

Riesenie. Pomocou MATLABu mo6Zeme pouzit nasledujtci postup:

>> A=[10,1,-1;1,9,-1;1,1,-10]; b=[10,9,-8]";

>> x=A\Db;
o=

1

1

1

Namiesto prikazu x=A\b moézeme vypocitaf riesenie aj pomocou inverznej matice prikazom
x=inv (A) *b. Mozny je aj nizSie uvedeny postup:

>> clear

>> syms X y z real

>> £1=10*x+y-z-10;

>> f2=x+9%y-z-9;

>> f3=x+y-10*z+8;

>> [f1,f2,£3]

ans = [ 10*x+y-z-10, x+9*y-z-9, x+y-10%z+8]

>> [x, y,z]l=solve(f1,f2,£3)

x =1
y=1
z =1

13.1.3. Suastavy nelinearnych rovnic

Priklad 13.3. N4jdime lokalne extrémy funkcie f(z,y) = ® + 3xy? — 152 — 12y.

RieSenie. Pomocou MATLABu mozeme pouzit nasledujtci postup (podobny ako pri st-
stavach linedrnych rovnic):




>> syms X y

>> f=x"3+3*%x*y~2-15%x-12xy
f = x73+3*x*y~2-15%xx-12%y
>> fx=diff (f,x)

fx = 3*x72+3xy~2-15

>> fy=diff (f,y)

fy = 6*xxy-12

>> [x,y] = solve(fx, fy)

x =
[ 2]
[ 1]
[ -1]
[ -2]
y =

[ 1]
[ 2]
[ -2]
[ -1]

Teda body P, = (2;1), P» = (1;2), P, = (—1;—-2) a P, = (—2;—1) su stacionarne body
danej funkcie. Pouzili sme podobny postup ako pri rieseni ststavy linearnych rovnic.

Priklad 13.4. Néajdime rieSenie ststavy rovnic 22 +y2? =5, 22 — y? = 1.

RiesSenie.




>> syms X V;

>> f1=x"2+y~2-5;

>> f2=x"2-y"2-1;

>> [x,y] = solve(fl, £2)

x =
[ 37(1/2)]
[ -37(1/2)]
[ 37(1/2)]
L (

Priklad 13.5. Néajdime rieSenie stistavy rovnic sin(z) —y—1,32 = 0, cos(y) —z+0,85 =
= 0.

RiesSenie.

>> syms X y;

>> fil=sin(x)-y-1.32;

>> f2=cos(y)-x+0.85;

>> [x,y] = solve(fl, £2)

x = cos(-.34422103640675697265217342075016)+17/20
y = -.34422103640675697265217342075016

>> xn=simplify (x)

xn = 1.7913386099639217857940900472361




Program pre Newtonovu metédu, zaloZen na iteraciach'®

($n+1,yn+1)::(xn,yn)——(jl(xn,yn),jé(mn,yn)) 9 9
Er

napiseme do sitboru new.m:

function [Fin]=new(x,y)
syms x y f1 £2 J;
fi=sin(x)-y-1.32;
f2=cos(y)-x+0.85;
J=jacobian([f1;£2], [x,y]);
Fin=[x,y]-[f1,£2]*inv(J);

Vypocet prvého priblizenia:

>> format long;

>> x=1.8; y=-0.35; eval(new)

ans = 1.79136480039926 -0.34419043368442
Vypocet druhej aproximéacie:

>> x=1.79136480039926; y=-0.34419043368442; eval(new)
ans = 1.79133861047958 -0.34422103618491

Poznamka 13.1. Pre vSeobecnejsi program je mozné pouzif postup podobny ako pri
itera¢nej metdéde pre rovnicu f(z) = 0.

10Na tomto mieste poéitame s riadkovymi vektormi!




13.1.4. Aproximacia funkcie

Priklad 13.6. N&jdime aproximacny polyném pre funkciu zadanii pomocou tabulky

z[—-1]0]3][ 45
yIl L |0[9]16]25

(hodnoty funkcie y = 2%) a vypocitajme hodnotu tejto funkcie v bode z = 2.

Riesenie.
Pouzitim MATLABovskych funkcii

‘ polyfit(x,y,n) ‘ a ‘ polyval (nazov,bod)

postupne pre n = 5 a n = 2 dostaneme koeficienty a hladané hodnoty odpovedajtcich
polynémov:

>> x=[-1 0 3 4 5];y=[1 0 9 16 25];

>> aproxb=polyfit(x,y,5)

aproxb= -0.0000 -0.0000 0.0000 1.0000 O 0.0000

Teda polyném pre n =5 je Ls(z) =0-2° +0-22+0-23+1-22+0 -2 +0.
Pouzitim funkcie polyval (ndzov,bod) dostaneme hodnotu aproximécie v danom bode:
>> yb=polyval (aprox5,2)
y5 = 4.0000
>> aprox=polyfit(x,y,2)
aprox = 1.0000 -0.0000 -0.0000

Teda polyném pre n =2 je Lo(z) =122 +0-2 + 0.

>> y2=polyval (aprox2,2)
y2 = 4.0000




Lagrangeov interpolaé¢ny polyném m4 tvar

Pre dant tabulku hodnot mozeme zvolit napriklad nasledujici algoritmus:

>> x=[-1 0 3 4 5]; y=[1 0 9 16 25]; s=2; Lx=0; n=5;
>> for i=1:n
D=1;
for j=1:n
if j =1
D=D*(s-x(j))/(x(1)-x(3));
end
if j == i
end
end
Lx=Lx+D*y (i) ;
end
eval Lx
Lx = 4.0000




Priklad 13.7. Funkciu zadanti pomocou tabulky

z[1] 23] 45 ] 61 7] 8109
y [ 13594153254 353 49,8 | 63,2 | 81

aproximujme:
1. priamkou,
2. parabolou,
pomocou metédy najmensich Stvorcov a zobrazme graficky tieto aproximacie.

Riesenie. Riesenie v MATLABe je mozné pomocou MATLABovskej funkcie

polyfit(x,y,n)

>> x=[1234567 8 9];

>> y=[1 3.5 9.4 15.3 25.4 35.3 49.8 63.2 81];
>> priamka=polyfit(x,y,1)

priamka = 9.9983 -18.4472

>> parabola=polyfit(x,y,2)

parabola = 0.9969 0.0297 -0.1714

>> ypriamka=polyval (priamka,x) ;

>> yparabola=polyval (parabola,x) ;

>> axis([0 10 0 901);

>> plot(x,y,’r+’,x,ypriamka,’b’,x,yparabola,’m’);
>> xlabel(’x’),ylabel(’y’);

Rovnica priamky je y = 9,9983z — 18,4472 a rovnica paraboly je y = 0,996922 4 0,0297x —
—0,1714 (pozri obrazok 13.1).
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Obr. 13.1: Vysledok aproximacie v MATLABe




13.1.5. Vypocet integralov

1
1

Priklad 13.8. Vypoéitajme/
o 1+=

Riesenie. Pomocou MATLABu:
Pouzitim symbolickej ¢asti a MATLABovskej funkcie

int (funkcia,dol_hranica,horna hranica)

mozeme vypocitat aj presné rieSenie mnohych integralov:
>> syms X

>> I=int(1/(x+1),0,1)

I = log(2)

Vypocet integralu funkcie zadanej pomocou tabulky jej hodn6t pomocou lichobezniko-
vej metédy a MATLABovskej funkcie

trapz(x,y)

>> x=[0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1];

>> y=[1 0.909 0.8333 0.7692 0.7143 0.6667 0.6250 ...
0.5882 0.5556 0.5263 0.5];

>> I=trapz(x,y)

I = 0.6938

>> format long

>> Int=quad(’1./(1.+x)’,0,1,1e-6)

Int = 0.69314719986297

Hodnota integralu vypocitana pomocou lichobeznikovej metédy s krokom 0,1 je I. Hod-
nota Int je vysledok pouzitia funkcie quad — hodnota integrélu je vypocitané s presnostou
1076.




Metédy mozeme aj samostatne naprogramovat. Najprv vytvorime sibor integral .m

function f=integral(x);
% m { stbor pre podintegralnu funkciu
f=1/(1+x);

a zadefinovant funkciu pouzijeme v nasledujicom programe na vypocet integralu pomocou
lichobeznikovej metdédy:

>> clear

>> syms a b n x

>> f=Qintegral;

>> a=0; b=1; n=10; h=(b-a)/n;
>> S=(feval(f,a)+feval (f,b))/2;
>> for i=1:n-1

a=a+th;
S=S+feval (f,a);
end
>> S=h*S
S = 0.6938

Podobne pre riesenie pomocou Simpsonovej metédy




>> clear
>> format long
>> f=Qintegral;
>> a=0;b=1;n=10;
>> h=(b-a)/(2*n);
>> S=feval (f,a)+feval (f,b);
>> j=1;
>> for i=1:2*n-1
a=ath;
S=S+(3+j)*feval(f,a);
Jj=-3;
end
>> 8=S*h/3
S = 0.69314737466512

13.1.6. Obyc¢ajné diferencialne rovnice. Metéda Rungeho-Kuttova

Na riesenie diferencidlnych rovnic v prostredi MATLABu je mozné pouzitie funkcii ode23
alebo ode45. Rovnicu y™ = &y, y, ... ,y(”*l)) prepiSeme na sustavu diferencialnych
rovnic pomocou substiticii y = y1, ¥’ = va, . .., yn = y"~ V. Funkcia

[t,yl=0de45(’fundif’, [t0 tkoncova], [y(t0) y’(t0) ...1)

uréi rieSenie na zadanom intervale hodnot ¢.

Priklad 13.9. Pret € (0,1) uréme riesenie diferencidlnej rovnice y” — 3y’ + 2y = 2e3’,
ktoré splita zadiatoéné podmienky 3(0) = 1, ¢/ (0) = 3.

Riesenie. Do stboru fundif .m zapiSeme zadanie systému diferencidlnych rovnic:




function dy=fundif (t,y)
% zapis diferencidlnej rovnice m-subor
dy=[y(2) ;3*y (2) -2*y (1) +2*exp(3*t)];

Pouzitim funkcie ode45 ziskame hodnoty premennych ¢, y a 1/’

>> [t,yl=ode45(’fundif’, [0 1],[1 31)
t =
0
0.0167
0.0335
0.9835
0.9917
1.0000

1.0000 3.0000
1.0515 .1546
1.1057 3.3171

w

19.1150 57.3451
19.5943  58.7829
20.0855 60.2566

Priklad 13.10. Vypocitajme y(0,2), ak y(¢) je rieSenie diferencidlnej rovnice y’ = 100y
ay(0) =1.

RiesSenie.
Do suboru rigid.m zapiSeme rovnicu:




function dy = rigid(t,y)

% zapis diferencidlnej rovnice do m - siboru
dy = zeros(10,1);

% stlpcovy vektor

dy (1) = 100x*y(1);

Pouzitim funkcie ode45 v MATLABe dostavame pre zvolenti presnost 10~%:

>> clear
>> format long
>> options = odeset(’RelTol’,le-4,’AbsTol’, [le-4 ]);
>> [T,Y] = ode45(@rigid, [0 0.2],1,options)
T =
0
.00031697863849
.00063395727698
0.00095093591548

o O

.19776475056705
.19888237528353
0.20000000000000

o O

1.0e+008 *

0.00000001000000
0.00000001032206
0.00000001065448

.88041718444411
4.33925334269280
4.85235474303735

w




Riesenim je y(t) = %% a jeho hodnota pre t = 0,2 je

>> exp(20)
ans = 4.851651954097903e+008

Hoci absoluitna chyba je obrovska, relativna chyba je prijatelnd, aj ked je o nieco vicsia,
ako pozadovand presnost:
>> d=4.85235474303735e+008-4.851651954097903e+008
d = 7.027889394474030e+004
>> r=abs(4.85235474303735e+008-exp(20)) /exp(20)
r = 1.448555968351767e-004

Ak pouzijeme vzorce (oficidlny tahéak)

k1= h- f(zi,y:),

ky="h- f(z;+h/2,y; + k1/2),
ks =h- f(z; +h/2,y; + k2/2),
ky=h- f(z; + h,y; + k3),

k1 + 2ko + 2k3 + k4

6 )
bez testovania vhodnosti kroku h = 0,2 dostavame k; = 0,2-100-1 = 20; ks = 0,2-100- (1+
+20/2) = 220; k3 = 0,2-100 - (1 + 220/2) = 2220; k4 = 0,2 - 100 - (1 + 2220) = 44420.
Teda

Y@ +h) R yiy1 =y +

20 + 2 - 220 + 2 - 2220 + 44420
(0,2) ~ 14 2 +6 + — 8220.

Uvedeny jednoduchy priklad upozornuje na opatrné pouzivanie metéd numerického riesenia
diferencialnych rovnic. Vidime, ze v tomto pripade je testovacia konstanta pre krok

k3 — ko
ko — k1

testy = =10,




pricom by sme mali uvazovat krok, kde testy =~ 0,05.

Priklad 13.11. Uréme rieSenie ststavy diferencidlnych rovnic ¢ = y2ys, ¥4 = —y1Ys,
ys = —0,5y192, so zadiatoénymi podmienkami y;(0) = 0, y2(0) = 1, y3(0) = 1, na
intervale [1,12]. Vysledok znazornime graficky.

Riesenie. Pomocou funkcie

‘ options = odeset(’namel’,valuel,’name2’,value2,...) ‘

ktorej informacia hlasi

options = odeset(’namel’,valuel,’name2’,value2,...) creates an integrator
options structure in which the named properties have the specified
values. Any unspecified properties have default values. It is sufficient
to type only the leading characters that uniquely identify a property
name. Case is ignored for property names.

nastavime volby programu. Najskor zadame ststavu, napriklad do stiboru rigid2.m:

function dy = rigid2(t,y)

% zapis sustavy diferencidlnych rovnic do m - siaboru
dy = zeros(3,1);

% stlpcovy vektor

dy(1) = y(2) * y(3);

dy(2) = -y(1) * y(3);

dy(3) = -0.51 * y(1) * y(2);

Po nastaveni volieb a urceni rieSenia moézeme rovno vykreslit grafy funkcii y1, yo a y3
prikazom plot, vysledok vidite na obrazku 13.2:

>> options=odeset(’RelTol’,le-4,’AbsTol’,[le-4 le-4 1le-5]);

>> [T,Y] = ode45(@rigid2,[0 12],[0 1 1],options);
>> plot(T,¥(:,1),’->,T,¥(:,2),’-.7,T,Y(:,3),’.7)
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Obr. 13.2: Vysledok numerického riesenia nelinedrnej ststavy diferencidlnych rovnic




Riesenie bez vytvorenia grafu:

>> options=odeset(’RelTol’,1le-4,’AbsTol’, [le-4 le-4 1e-5]);
>> [T,Y] = ode45(@rigid2,[0 12],[0 1 1],options)
T =
0

0.0317

0.0634

11.8473

11.9237

12.0000

0 1.0000 1.0000
0.0317 0.9995 0.9997
0.0633 0.9980 0.9990

-0.6041 -0.7972 0.9024
-0.6570 -0.7542 0.8833
-0.7058 -0.7087 0.8639

Uvedené su iba tri prvé a tri posledné hodnoty.

13.2. Pravdepodobnost a matematicki Statistika v MATLABe
13.2.1. Uvod

Ak nebudeme programovat v MATLABe mnohokréat vystaéime s pouzitim ,kalkulacky*:

Kalkulacka:

Demos—-Statistics-Probability Distributions—-Run this Demo




Pri programovani (hromadnom pouZiti) je moZné pouzit MATLABovské funk-
cie tak, ako je to uvedené v nasledujiicich prikladoch. Niektoré priklady su prevzaté
z odporicanej literatiry ( , ).

Priklad 13.12. Pristroje, ktoré maju istd vyrobni chybu sa v zaru¢nej dobe pokazia
v 60 % pripadov. Z ostatnych pristrojov sa pokazi iba 5%. Vyrobca dodava 1% vyrob-
kov s uvedenou chybou. Uréme pravdepodobnost toho, Ze ndhodne vybrany pristroj sa
v zarucnej dobe pokazi.

Riesenie. A — nahodny jav, Ze pristroj sa pokazi, H; — pristroj je chybny, Hy — pristroj je
bezchybny. P(A) = Z?:l P(H;) - P(A|H;), P(H;) = 0,01, P(H2) = 0,99, P(A|H;) = 0,6,
P(A|H5) = 0,05:

>> ph=[.01,.99]; pah=[.6,.05]; pa=sum(ph.*pah)

pa = 0.0555

Priklad 13.13. Pristroj z predchadzajuceho prikladu sa pokazil. Aké je pravdepodob-
nost toho, Ze mal vyrobnu chybu?

Riesenie.

>> ph=[.01,.99] ;pah=[.6,.05] ; x=ph. *pah; pha=x/sum(x) ; pha (1)
ans = 0.1081

alebo

>> ph=[.01,.99]; pah=[.6,.05];
>> pha=ph(1)*pah(1)/(ph*pah’)
pha = 0.1081

Bernoulliho vzorec

n e
Pk,mp:(k)pkq F pre k=0,1,,...,n(g=1—p).




MATLABovska funkcia
binopdf (k,n,p)

vracia hodnotu pravdepodobnosti podla Bernoulliho vzorca:

>> binopdf(2,3,1/6)
ans = 0.0694

Podobne moézeme pouzit dalsie MATLABovské funkcie (niekedy je postacujtca ,kalku-
lacka‘“)

Y = binocdf(X,N,P); X = binoinv(Y,N,P)
Y = geocdf (X,P); X = geoinv(Y,P); Y = geopdf(X,P)
P = poisscdf (X,LAMBDA); X = poissinv(P,LAMBDA);

Y = poisspdf (X,LAMBDA)
expcdf (X,MU); X = expinv(P,MU); Y = exppdf (X,MU)
P = normcdf (X,MU,SIGMA); X = norminv(P,MU,SIGMA);

Y = normpdf (X,MU,SIGMA)

tcdf (X,V); X = tinv(P,V); Y = tpdf(X,V)
chi2cdf (X,V); X = chi2inv(P,V); Y = chi2pdf(X,V)
P = fcdf (X,V1,V2); X = finv(P,V1,V2); Y = fpdf(X,V1,V2)

o
]

‘o ‘o
non
I

13.2.2. Vypocet strednej hodnoty, disperzie a smerodajnej odchylky

Priklad 13.14. Diskrétna ndhodnéd premennd X je dand pravdepodobnostnou tabul-
kou

T 0 1 2 3 4
p; || 0,0256 | 0,1536 | 0,3456 | 0,3456 | 0,1296 |

Uréme strednd hodnotu, disperziu a smerodajni odchylku ndhodnej premennej X.




Riesenie.
>> xi=[0 1 2 3 4]; pi=[0.0256 0.1536 0.3456 0.3456 0.1296];
>> E=xi*pi’
E = 2.4000
alebo mozeme pouzit priradenie E=sum(xi.*pi).
Vypocet disperzie (rozptylu, varidcie):
>> D=sum(xi."2.*pi)-E"2
D = 0.9600
Vypocet standardnej odchylky:
>> sigma=sqrt (D)
sigma = 0.9798

Je treba upozornit, ze MATLABovska funkcia std(x) odpoveda

1 n
— § A
o n—l‘l(ml 2
1=

a MATLABovské funkcia std(x,1) odpoveda

1 n
s=4|7 D (@i — p)?
=1

13.2.3. Intervalovy odhad pre stredni hodnotu

Priklad 13.15. Zo zékladného stiboru s normélnym rozdelenim sme urobili ndhodny
vyber s realizaciami: 22,4; 28,0; 20,1; 27,4; 23,9; 24,8; 26,4; 27,0; 25,4; 25,6. Uréme 95 %
interval spolahlivosti pre strednti hodnotu: a) obojstranny; b) lavostranny; ¢) pravo-
stranny.




Riesenie.
>> x=[22.4,28.0,20.1,27.4,23.9,24.8,26.4,27.0,25.4,25.6] ;
>> n=length(x)

n = 10
>> m=mean(x) ; [h,p,ci] = ttest(x,m,0.05,0)
h =0
p=1

ci = 23.3614 26.8386

>> m=mean(x); [h,p,ci] = ttest(x,m,0.05,1)

h=0
p = 0.5000
ci = 23.6912 Inf

>> m=mean(x); [h,p,ci] = ttest(x,m,0.05,-1)
h =0

p = 0.5000

ci = -Inf 26.5088

Riesenie pomocou EXCELu:




22,4

25,4

stdev 2,430363

mean=m 25,1

delta=d 1,506327
a=m-d b=m+d
23,59367 26,60633

Delta je pocitané pomocou Statistickej funkcie CONFIDENCE.

13.2.4. Testovanie Statistickych hypotéz

Nasledujtci test, pouzivany pri znamej hodnote o, je popisany v oddieli 11.4, kde sa nazyva
Y -test:

[h,p,ci,zval] = ztest(x,m,sigma,alpha,tail)

Vstupné tdaje maja nasledujici zmysel:

h je vysledok testu. Ak h = 0, hypotézu Hy nezamietame, ak h = 1, Hy na hladine
vyznamnosti « zamietame;

p je pravdepodobnost, Ze nastane dany vysledok, ak je nulova hypotéza spravna (,kriticka“
hodnota hladiny vyznamnosti pre odmietnutie Hy);




ci je interval spolahlivosti pre stredni hodnotu;

zval je hodnota Z Statistiky (oznadovand vyssie Y);

x je vzorka, o ktorej sa predpokladé, ze je to vyber premennej s normalnym rozdelenim;
m je stredna hodnota;

sigma je zndma smerodajnéd odchylka;

alpha je hladina vyznamnosti;

tail = 0 znamend obojstranny odhad, implicitné nastavenie;

tail = 1 znamend lavostranny odhad;
tail = -1 znamena pravostranny odhad.

Meral sa percentualny obsah cinu vo vzorkach rudy. Vysledky st v tabulke:

x; || 30| 35|40 | 45 | 50 | 55 | 60 | 65 | 70 | 75
n; || 1|3 |4 (1015|2011 5 | 3 | 2

Predpokladame, Ze obsah cinu ma norméalne rozdelenie s disperziou o2 = 85. Na hladine

vyznamnosti o = 0,05 testujte hypotézu Hy: p = 52 proti Hy: p # 52.

Riesenie.
A)

>> [h,p,ci,zval] = ztest(x,52,sigma,alpha,0)

h=0

p = 0.2429

ci = 51.1568 55.3297

zval = 1.1679




Zaver: pretoze h = 0, hypotézu Hj nezamietame.
B) Uvedieme moznost pre stredni hodnotu rovntt vyberovému priemeru

>> x=[30,35%ones(1,3) ,40%ones(1,4) ,45%ones(1,10),...
50*ones (1,15) ,55*ones (1,20) ,60*ones(1,11) ,65%ones(1,5),...
70*ones (1,3) ,75*%ones(1,2)];

>> m=mean (x)

m = 53.2432

>> sigma=std(x)

sigma = 9.1574

>> alpha=0.05;

>> [h,p,ci,zval] = ztest(x,m,sigma,alpha,0)

h=0

p=1

ci = 51.1568 55.3297
zval = 0

Zaver: pretoze h = 0, hypotézu Hj nezamietame.

C) Postup pomocou oficidlneho tahéka:




>> x=[30,35%ones(1,3) ,40%ones(1,4) ,45%ones(1,10),...
50*ones (1,15) ,55*ones (1,20) ,60*ones(1,11) ,65%ones(1,5),...
70*ones (1,3),75%ones(1,2)];

>> n=length(x) ; Y=(mean(x)-52)*sqrt(n)/sqrt(85)

Y = 1.1600

>> sigma=sqrt(var(x))

sigma = 9.1574

>> n=length(x) ; Y=(mean(x)-52)*sqrt(n)/sigma

Y = 1.1679
>> c=norminv(0.975)
c = 1.9600

Zaver: pretoze Statistika Y je mensia ako kritickd hodnota c, hypotézu Hy nezamietame.

V pripade neznadmej hodnoty o pouzivame t-test, tiez popisany v oddieli 11.4:

‘ [h,sig,ci] = ttest(x,m,alpha,tail)

Priklad 13.16. Zo zikladného suboru, o ktorom predpokladéame, Ze sa riadi normaél-
nym rozdelenim, bol realizovany nahodny vyber: 30, 32, 34, 40, 36, 37, 36, 38, 35, 42. Na
hladine vyznamnosti a = 0,05 testujte hypotézu Hy: u = 38 proti: a) Hy: p < 38; b)
Hy:p#38;¢) Hy: p> 38.

Riesenie.




>> x=[30,32,34,40,36,37,36,38,35,42] ; n=10; alfa=0.05;
>> t=(mean(x)-38)*sqrt(n)/std(x)

t = -1.7770

>> [h,p,ci] = ttest(x,38)
h =0

p = 0.1093

ci = 33.4540 38.5460
>> m=mean(x); [h,p,cil]
h =0

p = 0.0546

ci = -Inf 38.0631

>> m=mean(x); [h,p,ci]
h=0

p = 0.1093

ci = 33.4540 38.5460
>> m=mean(x); [h,p,cil]

ttest(x,38,alfa,-1) % pripad a)

ttest(x,38,alfa,0) % pripad b)

ttest(x,38,alfa,1) % pripad c)

h =0
p = 0.9454
ci = 33.9369 Inf

Zaver: hypotézu Hy nezamietame.

Priklad 13.17. Z krabice klincov sme vybrali 10 kusov. Ich dizky (v mm) st 82, 80,
82, 81, 81, 80, 81, 81, 82, 81. Otestujte, ¢ stredna hodnota dizky klincov sa na hladine
vyznamnosti 5 % lisi od hodnoty 80 mm udanej na krabici.

Riesenie.




>> x=[82,80,82,81,81,80,81,81,82,81];
>> t=(mean(x)-80)*sqrt(10) /std(x), c=tinv(0.975,9)

t = 4.7143

c = 2.2622

>> [h,p,ci] = ttest(x,80,0.05,0)
h=1

p = 0.0011

ci = 80.5722 81.6278

Zaver: hypotézu H, zamietame.

Ak chceme otestovat stredné hodnoty dvoch vzoriek, o ktorych predpokladame, Ze maja
normaélne rozdelenie s rovnakou (ale nezndmou) disperziou, pouzijeme funkciu:

[h,p,ci,stats] = ttest2(x,y,alpha,tail) ‘

tail = O definuje alternativnu hypotézu v tvare: ,stredné hodnoty sa nerovnaju“;

tail = 1 alternativna hypotéza ma tvar: ,strednd hodnota X je vicsia, ako strednd
hodnota Y“;

tail = -1 alternativna hypotéza ma tvar: ,strednd hodnota X je mensia, ako stredna
hodnota Y“;

stats je dvojprvkova struktira: prvok tstat je hodnota Statistiky a df je pocet stupnov
volnosti.

Priklad 13.18. Vzorky chemickej latky sme analyzovali dvoma metédami: a) polaro-
grafickou metddou, b) titraénou metédou. Obdrzali sme vysledky: a) 38,2 36,4 37,7 36,1
37,9 37,8 b) 39,5 38,7 37,8 38,6 39,2 39,1 38,9 39,2. Na hladine vyznamnosti 5 % testujte
hypotézu o rovnocennosti oboch metdd, t. j. Ho: 1 = po proti Hy: g # pa-




Riesenie.

>> x=[38.2,36.4,37.7,36.1,37.9,37.8];

>> y=[39.5,38.7,37.8,38.6,39.2,39.1,38.9,39.2] ;
>> [h,p,ci,stats] = ttest2(x,y,0.05,0)

h=1
p = 0.0015
ci = -2.3381 -0.7119
stats =
tstat: -4.0864
df: 12

Zaver: hypotézu H, zamietame.
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